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ADNOTATIONES 

A D 

CALCULUM INTEGRALEM 

E U L E R I . 

* 

Adnotatio I. ad Cap. IV, Sctl. I Vol. 1. 
Detcrminatio conftantis finitac in aequatione 
= Conft. + llz + lz,&c 

J 1 z 

poftto quod integrale annibiletur quando Z =3 o. 




docet Auclor integrationes pro variis 
x m 1 dx 

cafibus formulae differtntialis — , in quibus n eft nu- 

(/*)« 

merus integer pofitivus pendere „ a formula J — — — , 

„ quae pofito x m —z , ob — 1 dx=~ dz, & lx = -—•/» 

></« 



/dz » , 

— , cuius m- 

„ tegrale fi aflig 
„ eflet allaturuni 



„ tegrale fi aflignari poffet, ampliflimum ufum in Analyfi 
Di , verum nullis adhuc artificiis neque per lo- 



garithmos 
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„ gamhmos neqoe per angulos exhiberi potuit " . Quomodo 
autem per feriem exprimi poflit infra oftendit ( §. 228. ). 

d% 

Subditvero. „Videtur ergo haec fbrmulay — fingularem fpe- 

„ ciem funclionum tranfcendentium fuppeditare , quae utique 
„ accuratiorem evolutionem meretur . Eadem autem quantitas 
„ tranfcendens in integrationibus formularum exponentialium 
„ frequenter occurrit , quas in hoc capite trattare inftituimus, 
„ piopterea quod cum logarithmis tam arfte cohaeret , ut 
alterum genus facile in alterum converti poflit : veluti ipfa 

„ formula modo confiderata — pofito /2: = *, ut fit*=<?* 



(IX 



„ & </* = e* dx transfbrmatur in hanc exponentialem — - 

„ cuius ergo integratio aeque eft abfcondita " . 
Citato vero §. 228. docet efle 

_ = c-h/x + — + — . — + — • +— • + &c...(i) 

x i 2 1.2 3 1.2.3 4 1.2.3.4 

atque hinc 

y /» T 12 i.i 3 1.2.3 4 1-2.3-4 

deindc fubdit „ quod integrale fi (kbeat evanefcere fumpto 
w « = o conftans C fit infinita unde pro reliquis cafibus ni- 
„ hil concludi poteft . Idem incommodum locum. habet , fi 
„ evanefcens reddamus cafu z = 1 quia / / z = / o fit infini- 
„ tum. Caeterum patet li integrale fit reale pro valoribus 
" ipfius * unitate mrnoribus, ubi /z eft negativus; tura pro 
„ valoribus unitate maioribus fieri imaginarium, & vicimm. 
„ Hinc ergo ( rurfus concludit ) natura huius fuuftionis tran- 
„ fcendentis parum cognofcitur w . 

Quoniam ita fortafle impoffibile eft exhibere integrale 

d"& - ' n. 

— per logarithmos aut per angulos, uti impoffibile eft ex- 
/« * Jnbere 
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hibere integrale f-- per fun&ionem algebraicam; inde <li- 

y fingularem fpeciem funclio- 

num tranfcendentium fuppeditare, quae accuratiorem evolutio- 

— fatis 
« 

cognofci cenfetur, quia licet. non poflit exprimi per funclionem 
finitam algebraicam, tamen exprimitur per feriem , cuius fum- 
ma eft logarithmus z; quae fcties talis eft , ut eius conftans 
pro cafu x = i poflit determinari , & quae fi ipfa convergens 
non fit pro aliquibus valoribus ipfius 2, tamen poffit in alias 
convergentes transformari , & quae demum exhibeat valores 
reales, quotiefcumque tales valores competcre debent formulae 

integrali f — . Eodcm errp modo etiam funclio tranfcendens , 

— - fatis cognofci cenfenda erit, 

(i per feries faltem infinitas exhibeatur, quarum fumma novo 
nomine , fi cui libuerit erit appellanda , prout novum eft 
etiam genus tranfcendentiae ; quae feries tales fint , ut con- 
ftantes per integrationem ingreflae poflint determinari pro cafu 
*= i , aut pro cafu s = o, & quarum faltem aliqua femper 
convergens fit pro qnocumque valore /a , &; qoae ;demum ex- 
hibeant valores reales , quotiefcumque tales valores competere 

debent formulae integrali J~ ~. Nihil enim aliud requiri po- 

teft, quando ipfa formula per terminos finitos integrari ne- 
queat ob novum tranfcendentiae genus. Simul ac vero haec 
omnia, quae commemorata funt, praeftita fuerint , tunc cenfe- 

bimus affignatum-efle integrale huius formulae f -j- quod col- 

A 2 ♦ iocari 
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locari poterit fi libeat fub novo fymbolo tranfcendentiae, fub 
quo fi adhibeatur non minus ac fun&iones circulares, & lo- 
garithmi, ampliffimum ufunTin Analyfi erit allaturura. 

/dz 
— eft lo- 

Y > quod Eule- 

ro videtur tranfcendens novi generis, appelletur fi libet hy- 
perlogarithmus ipfius % . Nos huiufmodi hyperlogarithmum , 
feu fi novum nomen offenderit, nos huiufmodi integrale for- 

/dz 
— ita affignabimus per varias feries , ut primo con- 

ftans pro his feriebus affignari poffit pro cafu *=;o. Secundo 
ut aliqua ex his feriebus fatis convergens fit pro quocumque 
vaiore iz. Tertio ut hae feries exhibeant valores reales pro 
quocumque valore reali Iz , ac proinde pro quocumque valore 

reali formulae J* ~. Quibus rebus tott huius fun&ionis do- 

clrina abfolvetur . 

Ac primo determinabimus valorcm realem finitum C 
pro duabus aequationibus Euleri (i) & (2) , fi integrale de- 
beat evanefcere fumpto z = o (*) . 

. > . t . 

Sit C = E + log. — F; fit vero A a E + log. F, erit 

pd* 

(") Valorem huius cooftantis finitum efTe debere iam demonftravcrat egre- 
gius iuvenis Thomas Roffi , qui Mathefim , & Philofophiam publicc 
repetit in R. Ticinenfi Archigymnafio , & ia R. Ghisleriorum Coll. 
Suam demonflrationem fimul cum aliis elegantibus animadverfionibus 
circa hoc integrale mihi , dum haec praelo mandabantur , humaniter 
communicavit . Cum tameo ipfe conrtantem mioime determioaverit j 
id a oobis cfficietur. 
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/ dz t? I ! t* • n i i . 1 (**)* . 1 (/*)' 
' * 2 2. 3 2. 3 

= E + /F + /_fc+/* + ^ + ^ + ^ 

= a + /-/,+/, +l^+iSi +&c . 

2 2 3 2.3 

./ /2 U J (lz)*'J (/«)» (/*)» 

% r ^ x rd % * 

+ 2 / /TTTi 2 / 7rT- = 2 77T" + *• 3 / 77T" &c « 
J (U)i (U)\ °J (/ Z )4 

habebimus 

i /^-r« + ^ + 2 ^ + 2 -3 ( 7^ + 2 ^ ( ^7+ 

-A+/-/.+ fa +^+^ + «50l. + te 

2. 2 2.3.3 2.3.4.4 
Facile autem apparet feriei (3) nullam conftantem addendam 

effe pofito quod efle debeat = 0 quando z = o. 

Iam vero cum pro quocumque cafu % < 1 quantitas 
/ — /z habeat fuum valorem realem ; ipfa habebit hunc va- 
lorem a cafu z = o ufque ad cafum « = e" l y fumpta pro 
e bafi logarithmica hyperbolica . Sed in cafu * =s * — « , 
/* = — ' ; / — /* = o , ac proinde 

A ~ x +~ — + — + &c. 

2.2 2.3.3 2 -34-4 2.3.4.5.5 

= <? • 1 + 1 — 1.2 + 1.2.3 — 1.2.3.4+ 1.2.34.5 — &c....). 

, 111 

Sit fumma feriei - 1 -| — -\ &c=-L 

2.2 2.3.3 2 -3-4-4 
iumma fenei 1 — 1.2 + 1.2.3 — 1.2. 3.4 + &c. => M; 
habebitur A + c~« ~L = <r-' M ; A = L + *-* (M- 1 ) . 
Eulerus autem iu Calculo DifT. Part. Poft. Cap. I. §. 10. alferit 

fe in- 
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fe inveniffe M = e, 4036524077 fine errore in ipfa ulti- 
ma cyphra ; facile vero invenitur elfe Lrro, 796599 
$99197 053134 283... Quare cum fit * = 2, 718281 
82845? 045235...; erit A = o, 577215 5802... 
Revera tamen oftendemus efle A = o, 577215 ^45»..., 
cum error obrepferit ob errorem in ultimis aliquot cyphris 
numeri o, 4036524077. 

Iam manifdte liquet quod cum duae feries (3) & (4) 

</« 

habeant ldem differcntiale — ; & cum per valorem mventum 

/z 

A = o , 5772 15... aequentur inter fe pro cafu » = <r — 1 , 
aequales erunt etiam pro quocumque alio valore z a cafu 
%z=.e~ 1 ufque ad cafum « = o. Quare cum in cafu z = o 
annihiletur feries (3), annihilabitur etiam ipfi aequalis (4). 
Cum vero f:t A = E+/F ; C = E+/ — F; erit conftans 
Euieri C = A-/F + /-F = A 1. 

Non erit abs re invenire euudem valorem A = o , 
577215.... etiam alia via, unde habebitur modus corrigcndi 
errores illos in cyphris ultimis fupra notatos ; idque eo ma- 
gis praeftare iuvabit cum numerus o, 577215 664901 532... 
qui prodit pro valore A fit aliunde cognitus in Analyfi , 
qui vix haberetur ad plures cyphras ope fummationis feriei 
1 — 1.2 + 1.2.3 — 1.2.3.4 -f- &c... per methodos communes . 

Pofito « = **; /z = x ; dz=ze*dx habetur 
r dz pe*dx pdx . x * x l x* 

I ~ = / =/ — (l+*+ — +— + + &C. 

J l Z J X J X 2 2.3 2.3.4 

= A+/-* + * + - + — +— — +&c... (5) 

2.2 2.3.3 2.3.4.4 

ubi negotium rion faceffat tcrminus / — x loco lx ; tum quia 
uterque habetur eodem iure per integrationem formulae diffe- 

renttalis — = ; tum quia ipfe terminus lx abit in /-* 

x — * 

per mutationem conftantis A uti fupra vidiraus. Habetur item. 

e r dx 
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/e*dx e* r*e*dx e* rdx , \ ,**,*'... 
= -"-+/ —-=— + / — (1+*+-+ — + &c.) 
X * */ x* n J n % 2 2.3 7 

_T * I X X * X 1 

B----f /--x + -+ — + + &c. (d) 

x * 2 2.2.3 2 *3*34 

ubi B eft alia conftans ingrefla *per integrationem . Definitur 
autem ea conftans refpectu A hoc modo. Evolvatur terminus 
e* 

y qui reperitur in hac ultima ferie psr valorem e* _= 



i + x H + Scc Habebitur in ferie inde enafcente terminus 

2 

conftans i • Caeteri omnes termini numero infiniti afficientur 
variabiii x . Erit ergo addendo hunc terminum conftantem 

/0 * u X 
= B + i + Q. + x; ubi Q incluilit omnes 

termiuos algebraicos continentes x tam natos ex evolutione 
e x 

— , quam pofitos ante & poft / — * in ferie (6) . Includen- 
x 

<k> autem in P terminos omnes algebraicos pofitos in ferie 
(3) poft / — x,debet efle B -f- 1 +Q,-f-/-* ~ = A + /-x-f-P. 
Cum ergo Q debeat idem efle cum P, cum fint feries earun- 
dem poteftatum ipfius x; erit B-f-i=-A ; B = A — 1. 

_ . r>e*dx c* . e* . s*e s dx e v . e* 

Eft „ em /__-- + _ + _/_-- 7 + _ 

+1 ft!!( I+ . + 'l + £ + ^.. )= <l + <l + C - 

J X* 2 2.3 X X x 

12 X x * 

f-/— -xH + 1- fcc.M ubi item C eft 

x* * 3 2.34 xu 

aiia conftans ingrefla per integrationem . Determinatur autem 
C refpe&u B hoc modo . Cum debeat efle (6) = (7); ac 

proinde 
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proinde B -- + /-* + -+— + &c.; . = ^ + C 

r X 2 2.2.3 * 

__L__.f./--*+-^+ — + &c... ; fi ipfi C addatur 
** * 3 2 «34 



1 e* 



quantitas conftans — orta ex evolutione — debebit efle 

C + ~_B; cum caeteri oranes termini affccli * debeant efle 
2 

iidem in utraque ferie; erit ergo C = B — — 1 — ~ ■ 

r e*dx e* e* e* e* 
Eft item in genere J — -— = T *» *J x~* 

+ 2.3.4... (»—1)^+1.3.4. — » ubi * indicat 

fg X T" 

numerum terminorum, qui habcntur aute terminum fumma- 
torium 2.3.4 n f*—-—* Ac proinde erit 

y-_=_ + - +2 _ +2 . 3 ^ + .„ + I .3.4.-(.-i)- 

+ i -3-< ( -Ki+rjV ) 

e* e* e* e* , \ e * 

_- + - + 2- + 2. 3 -- + + i. 3 .4....(»-i) — 

* ** X» *4 * 

2.3.4. ...w 2.3.4 ...*» 2.3.4....» 

2-3-4 " _ _. + /_« + J_.+ — 

2.3(»-3)x»"J * -(»+0(»+ l ) 

+ -_ — . ■ + &c... (8), ubi F eft conftans in- 

3(»+0(»+*)(*+3) 
grefla per integrationem . £t 
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Et ponendo n -f i loco » erit denuo 

/e x dx e* e* e* e* , *e* 
= r- — +2 — +1.3 — + 2.3,4... .(»-l) — 

e* , x r d* f ** \ 

+ . 2 - * * * + 2 -3-4^ (* + 0 y 1 ■ + *+ 7 

JL\ * A e * 1 ^ 2.3.4-.... ( »4.1) 2.3.4 .. . .(»•+ Q 
T 2. 3.4....X7. -f- ^J- — " — ~" 

_ a> 34""(y4»') ' 2.-3.4. ...(w+i) »4-1 , 

+ ~T" + / , v + — ; w -7 r + &c ~ .. (9) 

».+ 2 2(»4.«2)(»+ 3) . 3 (*f*X»+*X«+4) 

t»bi etiam eft G* quantitas conftans adie&a per integrationem .. 
Determinatur autem G refpeclu F ex aequatione, quae haberi 

debet (8}= (*) r uude.oritur- F - ^ 1 — f"— — 7 i ' ' 



2.3.4.1..» 2.3.4.., 2.3.4....» » 
(«-i)*»'- 1 2(»-2>"-* 2.3 (»-3)*"-J~ """ T 

+ /-*-f — + rr>— N + -7 r— 4.&C =: 

n-i 2 (#fi)(»+2) 3(*+'X*f-X»+3) 
2, 4 g J.G 2.3.4.... (»+i) 2.3,4.. ..(»fi) 

2.3*4 •••• 

O4 1) 2.34.... (w+l) w-f 1 , . 

2(».— 1)»".-« a.3(»-2)*"-* *~ * 

-) -| : tj : L # 

»fz 2(«f2)(»+3) 3 (« + 2)(» + 3)(»f4) " 

" e* * 

Evoluto itaque tcrmino' 2. 3.4...... -jq^ , & addito ipfi 

B G cer- 
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G termino conftanti , qui inde oritur, habebimns,' 

» 4- i ^ 

• i " i 
=F;G = F . Erit itaque ipfa cohftans 



III I ; 
F= A — i ..... ; atque aequatio (8) 

ita exprimetur = + 

+ ....+2.3.4... (»- 1)— t+A-i----------....-— 

'2.3.4...,» 2;34«...^ 2.34 .... » 2.3.4....*» 

~*" , ~* ^2(»-2)*"-* 2.3 (»-3)*""* 

1 (»-2>(*-l )» _ £ , , JL 1 * K 

,,, t 3* J **\ * *(*+O0»+») 

+ _- ?4-V; t + *'••—• 

3 (» + X ) (» + 2) (» + 3) 

Si nunc fumatur * = — » =2 — o-o ; annihilabitur ferie$ 
pofita ante conftantem A, atque multiplicata per e*; atque 
fumendo feri_s ex or_iue ad dexteram atque ad finiftram / - * 

/e* d* x 1 1 1 1 / 
=A - I T* — * 
« 2 3 4 »-•'.'■• 



5 + ______ + . _'_- — . + &c . : 

J .\a+. ' i(»+0(» + O ' j(*+-0(»+i)(»ti) • ' 
| _!_____ __=2)____&c..,. 

<» * 2 * * 3*J — 

m n *»_ 

Cum vero ob *=-»__-~fit _= 7 ;— --5 - 

_______ .J__l--?_l)_, & c.; remanebit 

1 y 
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x ' 2 3 4 " ' n 

Sed ex demonftratione Euleri in Calc. Differ. Part. Poft. C VI. eft 

,i,i i , ■• i _ . , i A , B C , O 

i + -i + .... + — =_/* + - H — + 8 — •••• 

2 3 4 * 2 * 2 * 4» 4 6 » ° rt 

+ _ + A_B + £_J> + .... 

2 2 4 d- 8 
-biAjB/O» I) > &c. funt numeri fiernoulliani . In cafu autem «_=O0e(t 

i + I + I + i. + . 1. .+J_ = /»+2 + A_B^£_B + 

2 j 4 » 2 2 4 f 8 

Erit ergo 

/___ a _;„___a + b_C + I?_ + ,_. 

fcu ob /,_/-,;/^_A---A + __C + S_ &e . 

*. 2 2 4. _ 8 ; 

Quod integraie cum m cafu ipfo — »== — o«t debeat 
' annihiiari ; erit ' tandem A= i + - -5 + £ -^? + &c. , . . sar 

2, 2 - ^ v 

0 r 5771 * 5 . ^f4?° * S 2 3$ j -* Eulerus kivenit* loco citato ._ - 
Eadem Euleri , methodo aclu colie&is ceqtum ferminls fcriei 

L + h-— H 4* — - &a kwoimus efle 

2 g 4 j 

A = o, 577 2I 5 ^4^01 532840 I18112 090082 35». 
Cum vero fit M_=<r (A-_.)4- r erit Mss x - 1.2 4. 1.2.J -<Scc. 

= 0, 4°3 6 5 2 6 37 6 7 6 8°5P 2 5 7--«« 

Cum valor /— U fit realis a valore *=»o ufque ad 
valorem- x=±_—^, wbi *> <ft q*a__tas innnitcilina ; __it _ ~\ 
etiam intra hos limites 

/ rf f=A + /-/, + /« + ^l + <^l + fc_. +&£ ...;.- - 

ubi nihil intercedet imaginarium . 

B 2 Hinc 



igmzea Dy 



Google 



12 



qui in cafu *=o an- 

aihilitur, pro cafu as=i — <» efle infinitum, quod demon- 
ftravit uuper celeber. P. Gregorius Fontana , qui non fatis 
perfpicuam inveuit demonftrarionem Euleri. In cafti enim 

x= i -co habemus /z= — <a , & I — = A -f /<» = — 00 • 

Cum valor ipfius * eft, propior unitati , tunc commode 
adhibetur feries (4), quae eo magis convergit, quo minus * 
diftat ab unitate. Cum vero valor ipfius * fit propior zero, 
tunc adhibenda eft feries (10) transformata , ut fequitur. 

Sumatur » = — * + r y ubi r fit fra£Ho oofitiva aut ne- 
£ativa talis ut fit n proximior valori ipfius — * , erit 

r r * r 1 

/ — *=/6* — r)=/» —— — &c. , & aequa- 

* 3» 1 
tio (10) collatis in unum duabus feriebus hinc & inde ad 
latera teraiini / — *, abibit in fequentem 

/r*</x / 1 « I . I , i, 1, . / \ 1 \ 

~ =< *b + ^ + 2 KT + a -3- + 2.3.4 - +- + **4^«) ,t) 



T A — 1 |-/» " — r : 

2 3 4 « » 2»» 3»i 

* * J 



• • . • 



,t* + 1 2(« T i)(»+*) 3(»+0(»+»X»+3) 
/ » (» — l)« (»—2) (» — 1)» 

feu 



— - — — . ■ • . . » • 

2** 3*J 



/^='"(7 + ^ + ^ + I ^^ +1 ^ + - +I ^ ( ''- 1 ^) 



I . A B , C JO , r r* rl 



■ • . • . 

I 



+ 4"— 
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* 2X 1 

feu tandera adhibitis aequationibus * = /z; ^ v = z; habebitur 

2« 2w* 47»* 6n 6 8* 8 » 2» ■ 3*J 

f /« ■ (/«) ' . (/«)» ' 

±Ui 2(»+iX«+a) 3^+^i^X^ 
•T BTrji* ("-*)(" — 0 

in qua ferie ex pluribus convergentibus compofita finguli ter- 
tnini funt unitate rninores excepto fbrte termino unico — , 

<jui tamen eft minor 2. 

Manifeftum vero eft feries adieclas poft primam in ae- 

quatione (V) ortas ex evolutione termiqi 2.3,4 n f* * ' n —% 

non efle contemnendas ; atque adeo nunquam adhibendam erfe 
aequationem (3) fine additione, iquando eius fumma quaeritur 
proxime per realem fummam plurium terminorum , qtam- 
vis iine additione tunc adhiberi poflit cum tota illa feries 

■r- + rr-r- + &c. divergit , uti fupra fa£tum eft in cafu 
U (/*)* . 

« = r —l ; tunc enim revera nOn fumantur termini , fed 
per alias methodos peculiares quaeritur illa quantitas , ex qua 
enata eft illa feries , quae improprie appellatur fumma feriei 
divergeutis . Eo igitur cafu adhiberi poteft fefies fine additio- 
ne. Tuoc enim adhibendo duntaxac priores aliquot terminos 

iilius 
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iliius feriei per methodos illas peculiares /upra commeme^atas 
iam non negliguntur fequentes term|ni- uti fit in fummartone 
feriei convergentis per additioneni aliquot terminorum ; fed 
habetur ratio etiam reliquorum omnHim , qu ae~ in curfo fcriei 
ponenda funt; inveftigatur enim quantitas- ipfa , ex qua ter- 
mmi illi adhibiti cnm omnibus conSfeaatm enati fimt . <£uocf 
probe notandum erat . . '.. / \ 

Iam ergo pro cafibus ' omnibus inter valorem « =r.o, 
& z= i — <a ubi 0) eft quantitas infinitefima, pratfitimus 
illa tria , quae hobis ab mrtto propofita fuerant , fcilicct pri- 
mo invenimus conftantem addendam pro cafu z ±z o . SccunJo 
affignavimus feries ^uarum eonriuUa femper eotiver^at pro 
quocumque valorc z intra hos limites . Terrio haC -feries 
lemper reales inventae fuut pro his cafibus >. in quibus euam 

dz 

invenitur feraper realis valoi c^uantijatis a^exeatialis , — . 

Supereft ut pcrgatntis ori cafas omaes qui contiaentur iaj» 
tra limites valorum a.= i-f-<a ufque ad Cum- 



; » 



dz 

enim etiam pro his cafibus quantrtas difTerentiaiis fit 

realis ; videndom eft quddnam integrale fortratut. 

Celeberrimo Auftoxi vifum eft, ut fupra retuiimus, 
„ quod fi integrale fit reale pro vakwibus ipfius z unitatc 
minoribus, tum pro valoTibus unitate maioribus fiat ima- 
„ ginarium, & viciflim ". Nos fequentia notabimus. 

tZ ^ » , 

% unirate minoribas, & cum e* n^gativo traiifeat in pofrti- 
vum cum z tranfit a valoribus unitate minoribus ad valorcs 

dz 

unitate maiores , quin tamen unquam hoc differcntiale — fiat 

imaginarium a valore fe=*o ofirae *d valorem dico 

quod 
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quod fi quaotita* conftans, quae iogreditur pet iutegrationem. t 
fit realis pro valoribus i uhitate rainoribus, atque adeo to- 
tum iotegcale fit reale pro {us yaloribus ; noa potecit fieri 
ut evadat imaginarium pro ; valoribus % unitate maioribus . 
Etenim fluxio realis continua non poflet quafi per faltum ha- 
bere fluens imaginarium . . - .. — - 

Cum itaque in cafiv. « ss i — fi> habeatur / — = A + 

/ — /(i — 6>)=s:A + /+/(i + «>), ob /(/ — a>) = — fi>, & 

/(i+a>) = + 6>, & integrale idem . effe debeat pro cafu 
z = i + &> , ac pro cafu " * = i — o> cum ^fluxio in hoc tran- 
fitu ihfinitefimo non evaferit imaginaria ; habebimus pro cafii 

y* B3 A -f* / + /* , atque aiteo pro cafibus om- 
/* i.. 
nibus a cafu z^i+o, ufque ad ,cafum » = <>0 habebimus 

/ -- = A + /+^ + /s + i^+i^ + — -~+&c..«(ii) 

quae adhuc feries tota eft realis , & refpondet valbri femper 

reali quantitatis differentialis — . 

■ - /» 

Idemi .ejtjam demonffrfctur koc rrtodo . Cum fic 

/e*d» e* , e* . e* t e* l <?* t i . c = , 
= — + ~T + 2 --- + 1.3 -- + 2.3.4-- +&c. m infin.(; 

* • ■. * *j . * J .: . v*I . ■■.." . . 

cui feriei nulla donfians additur cum annihiiari cfebeat pro 
cafu x = /z = — ©o , feu pro cafu 2=0, & cum haec 

C * dit 

feries exhibeat valorem fafegralisy^ -abipfo valorex=/s 

= — 00 ad valorem lt x feu Vatore % = o^ad val^; 
rem « = 00^ eft etiam' per aequationem (10), 

/e* dx / 1 ' 1 1 1 1 
r=Fr*(— + + !-*-— + H .~r +...+ 2^.4»..(»-l)- 

+ A' 



i6 



«|_^' _ j _ , _2 ;' : - : _i_ 

2 3 4 » nx» 

2 - 3' 4 • ■ ■ » 2.3.4....» 2.3.4....» 



(»-2)(»-i> (»-i)« n , f 

..... ' -+> * 

3* * 2* * x 

»+1 + 2(»+i)(»+2) + ^+7x»+r)(^i) + &c -^ 

ubi fupponimus non efle notum, valorem conftantis A' addcn-i 
dae quando x eft quantitas pqfitiva, atque addidimus apicem. 
ut dilHngueremus a£ A , quae cqn.ftans fnventa eft fopra pra 
cafibus in quibus x eft J quantitas negariva. Sumamus nunc 
* ^7 n,= ? cojlatione aequationum. (12) , &. (13) , & 

omiflis in aequatione (13) terminis, qui fe mutuo deftruuut 

habebi tur A' - 1. . . . . 4- / — x = o • 

,-.„■'•-- 2. 3. .4. * x 
. / . » i* i i 1 

A + /^ i +/*^~-^-™ — ~=-o, id*ft 

2 3 4 » 
A + / — 1 . + /».— /» — A=.q ; A'=.A — A — i 
Quae conftans ita inventa pro cafibus, in quibus x habeti 
valorem pofitivum i, feu in quibus * eft unitate maior fi fub- 
ftituatur in aequatione ($) loco A ; erit : 

J — - = A-/- I + /-*+ J( +- T +-- + &c.... 

w * 2.2 213.3 

= A + /* + * + — 4- l &c. . . . , feu 

i>2 2.3,3 . 

~=A + //*+fc + luL :+ V -L- + *t, ... 

2.2 2.^.3 

prorfus ut fupra . Erit itaque in gentre 

-r = A + fz + /*+L-Z-:+ + &c. . . . * . 
'2 2. 2 2.3S3 

ubi 
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ubi fignum — adhibendum «rit pro valoribus * minoribus 
unitate; fighum vero + pro vaioribus eiufdera * unitate 
maioribus . 

Videtur itaque hic in integratione logarithmica — adhi- 

.^eodiim efle fignum duplex. ? ante * hoc modo l ^x fere 
uti in extra&ione radicum parium ; quod novis exemplis in 
(equentibus uberius Confirmabimus . 

Pro valoribus z non admodum unitate maioribus praefta- 

bit uti ferie A+//z + /x-r il -f- & c ; pro valoribus 

x 2.2 

vero ingentibus ipfius z commodior erit. Teries (V) iuxta me- 
thodos fupra expofitas. 

iam ergo habemus feries , quarum aliqua femper eft con- 

/a% 
7s 

etiam pro oranibus valoribus ipfius x unirate maioribus ufque 

r dz z 

in infinitum , adeo ut cura z~oo lit /--=--. Quare 

J tz Iz 

iam omnia- praeftitimus , quae fupra polliciti fumus pro om- 
nibus valoribu* ipfius * a zero.ufque ad infinitum, pro quibus 

dz 

eft realis quanxitas differenrialis — ; adeo ur huius integrale 

quamvis habitum per feries, conferi debeat fatis cognitum in 
Analyfi ; atque ad omnes ufus , ad quos antea defiderabatur 
deinceps fatis commode polfit adhiberi.- 



U/us 



iB 

/"» dz _ . 
Ufus sntegralis J — fupra determtnatt 

*n ulterioribus integralibus - 

J^Raeter ufus , qnos habet integrale fuperius determinatum 
in integrationibus ab Eulero commemoratis ; alios etiam plu- 
rimos habere poteft in novis quibufdam integrationibus , qua- 
rum aliquod fpecimen hic exhibebimus. 

Proponatur exempli caufla integranda formula diflferentia- 

lis dzllz; habebimus fdzllz—zllz — f d -£=zzUz — A — //* 

_ . &c. • ubi cum zllz annihiletur in cafu 

2.2 

%=o; in eodem cafu totura integrale annihilabitur exifteate 
A = o, 577215 .. 

In cafu x=i erit fdzllz-=z — A, qui cafus addi poterrt 
capiti VIII. huius feclionis cui titulus : De valoribus integra* 
lium , quos certis tantum caftbus recipiunt . 

Secundo proponatur integranda formula cuius integrale 

appellari pofiet hjrperfecundus logarithmus z ; fit /«=*; * = **; 

' //*=/*=,; * = *>; erit z = e»; dz = c»cJdy; 8cf d £ 




+ 

i. r± d ±+-^ rJi±+*J.=f d ± + r^r 

2.3 J y 2.3.4 J y J ln J l* % 

+ 1 J /*1 T 2.3 ./ /*♦ 2.3.4 J /*' 

1 s*nx n ~ t d* 

cuius feriei terminus generalis cft 7 — 77 / — 7" — ; 

0 2.34....(«-i) ^ /*" 



qui 
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t f*du 

qui pofito *"=» fit r / cuias fumm* 

1 2.3.4 (»— 1) /« 

per ferietu infinitam fuperius eft tradita eo modo ut annibjU 

/du 
— Ikeat iam ap- 

peilare fcyperlogaruhmum * , ac indicare hoc modo f -^- = /* u ; 
fit vero hyperlogarithmus fecundus * = y~^ = /"*; erit 

/* £ =/*= /'* + /V» + — / * 5 + — ?** + — /V + &C 

J Ux 2 2.3 2.3.4 

^_ feu 

£ = ritss ru + /'(/*) * + - /*(/«) 1 + — /'('*) 4 + — /'(/*) s +&u. , 

J - ■ - 2 ... . 2.3 2-34 

quae feries fine additione confrantis fit = o quando * = o; 
feu quando * = i .. 

*. ■ ■ * • 

> 

-" Qbfcrvationts in-triplktm modum inugandl 

formulam dy = ■ . » 

S ; . : W " , . ■ 

'* ■> " ; - r. ... • . - 

P' dn 
Rirao conferatur formuia </y = -— cum formula Euleri 

W" 

X dx 

<fr = — - i 215. Cum hic fit X = i; arque adeo 

(lx)" 1 

(X*) = Pdx = </* ; erit P = 1 ; Q = 1 ; R = 1 , unde fequitur 
___ / i_ 1 i & 

' *V(»-iX/*)*-* Vo(»->X'*)'-» ViX-iX-aX'*)- 1 c ' 

adco ut fi fit n numerus integer pofitivus; integratio dedu- 
'i *. C 2 catur 
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catur ad formulam ■ 1 f*!L Bt Eulerw 

(n— i){n— 2) . . 1 J lx 

docet loco citato. 

Secundo cum fit f ~^L— ~ — ^ — f- n f — — — • erit 

J (/*)» (/«)• V (/*)»"H ' 
7 V(/«)- (/*)»+' ^ (/»)•=-+» + ' W » + ~ +8CC — > 

quae feries finita eft quoties n erit numerus integer negati- 
vus, atque haec integratio oritur etiam ex folutione Pfoble- 
matis io. §. 204. 

Tertio fi fiat x = e« fumpta pro * bafi logarithmica Jiy- 

perbolica habebitur /* =r z ; </x =r e 9 dz • /~ r= /~ LJ^ — 

/dz / t . z * % 1 \ *»—•■■« *— • 
-7 ( -J + &c... ) — G+ + + 
2" V 2 2.3 y 1—» i—n 

zl—» z*-" 

~T — r ~i : r A 7 + «5cc. ac tandem 

2(3-;;) 2.3(4-») 2.3.4(5-») 

_Q_ [ I I I £^ 

(»-0(/*)«-«"(ii-aX/«)«-»"2(»-3X/*)^«"*.3(«-4X^)^ 4 " 
quae feries quoties n «ft numerus inregcr pofitivus habet fpecie 

tenus unum terminum valoris infiniti ; ted revera loco illius 

termini recipit integrale logarithmicum . Omiflis itaque cafi- 

bus, in quibus n eft numerus integer five pofitivus, fivcne- 

gativus , qui fatis adhuc explicati funt j polfent confiderari 

hae tres integrationes pro cafibus , in quibus n eft numerus 

fra&us ,. aut quicumque irratiodalis . Sed non erit difficile ex 

iis quae fupra explicavimus has quaeftiones ablolvere. 



• « » - 
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ADDITAMENTUM. 



i 



gonus 



Am fuperiora praelum fubierant, cum celeber. V. D. Gre- 
s Fontana mihi fequentia perhumanis litteris exhibuit. 
„ In meis commentariis reperio ratiocinium Euleri circa 

/dz 
■ a ( quo nempe ratiocinio con- 
log. z 

ftituitur pofito integrali aequali zero pro cafu « = o, fieri 
ipfum integrale infinitum pro cafu s=i )„ pofle confirmari 
„ hoc modo : in fubftitutione «=i — G) non debet confide- 
„ rari eo femper infinitefima, fed talis ut dum % crefcit a 
M zero ufque ad unitatem ; 0) decrefcat ab unitate ad zero . 

d% — ■ 

„ Revera cum fit z— i — u , erit — = , & log. s = log. 

* 1—0) 

N I I I „ „ 

« (i — 0) ) = — o) oo» 03 J «4 — &c. fine 

234. 

„ conftanti , nam prima conditio fervatur . Hoc pofito erit 

d% _ .7o 

log.*~~«-+ fw* + T&>* + 7<»*+~&c7!~"" 
<fa) </co co x dca ipo)J</o) 

_ — 1 ™ . ■ - ■ — ■ Krr 

" 6) 2 34 2. 3.4 2.3.4.5.6' 

„ ergo integrando adhibita neceflaria conftanti habebimus 

r dr. . .,1 — 0 1-0» i—wl o)4) 

„A = log.o) + + + + — J + 

^log-x 2 2.34 3.2.3.4 4.2.3.4.5.5 

„ Hoc modo fervatur conditio, quod faclo z=o, feu o)=t 

„ fit ipfum integrale =0. Ergo fa£lo »=1, feu o) = o, 

„ obtinebitur 

y*dz , 1 . r 1 ro . 
= k>g.o+ — + + + - y -— + &c. . 
log.a 2 2.34 3- 2 -3-4 4-2.3-4-5-^ 

„ Ut Dunc habeatur valor feriei — + — 1 f- 

2 2.3.4 3-2.3-4 
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10 I 

f. &c. obfervo efle i — — 

4.2.3.4. 5.6* * ** ** ** . „ 

, + -+_+-+-. + &c. 

x f *» *l , Ipx* 2 3 4- 5 

„ = — -f H 1 + &c. , ut patet ex redu- 

2 3.4 2.34 2.3.4.5.5 

„ clione fraclionis in feriem . Itaque fa£lo x = x ; erit 

1 iii 19 ^ 

" 1 i + £ + ^ + i + j- + &c.~" 2 3.4* 2.34 2.34.5.0' 

1 

„ Sed fraflio — ■ — ; — • — eft aequalis zero ratione 

i +< ± + f + i + T + *c- 1 

„ denomtnatoris infiniti . Ergo refultat 

„ 1 s=i + — + — -f- -^— + &c , ac proinde 

2 3.4 2.34 2.3.4.5.6 

+ -!-+■— - + iL_ + &, <x . 

2 2.3.4 3.2.3.4 4. 2. 3. + 5. 6 

= log.o + quantitate minore- 

log.x 

w quam fit unitas five J- = iufinito negativo quando x = 1 

Superior aequatio Fontanae 

W-y /* ^ 2 + 2.34 3^3-4 4;2.3 + 5^ 
generalis eft pro quocumque valore %=i — » inter o , & 1, 
aequatio vero fuperius a nobis pofita 

pofito 1 — o) loco « abit in fequentem 

f • co 

+ — + &c 

2.2 

— &c 
Eft 
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Eft autem / (fl>+ ~ + y- + &c) = + S , exiftente S 
ferie terminorum qui afficiuntur potentiis ipfius & . Erit ergo 
™)'"J ^= A +' fl) + A colle&is io n terminis omnibus 

qui afficiuntur potentis ipfius co. Cum ergo n identificari de- 

r . » 00* G»! 

beat cum fene Fontanae r &c. & cum 

2 2.34 3-2.34 
in utraque aequatione (a), & (£) infit terminus /a; erit con- 
ftans A aequalis conftanti Fontanae, cjuam ipfe demonftravit 
efle unitate minorem. Scilicet erit 

A = o, 577 2 *5 66^901 5328*0 £»18112 0^0082 30 

= - + — + ^- + ~i^-+&c. 5 
a 2.34 3.2.34 4.2.3.4.5.0- 

cuius fcnei cjuatuor priores termini a8u collccli dant nume- 
rum o, 5^2152 



Ettplicatio necejfttatis ftgni duplicis + adbibendi 
in integratione logaritbmica . 



s 



Upponimus hoc loco do&rinam Euleri , cura quo plures 
Mathematici confentiunt , inter quos Fontana in Monum. 
Soc. Ital. Vol. I., omnes logarithmos quaotitatis negativae 
efle imaginarios. Etenim apud eos qui putaut logarithmuw 
quantitatis affeclae figno ncgativo efle eundem cum logarithmo 
eiuwem quantitatis affcclae figno pofitivo , inter quos quoque 
numerantur Mathematici fummi nominis ; nulla crit necefli- 
tas, aut utiJitas figni ± adhibiti poft fignum logarithmicum, 
cum tam fignum h quam fignum — idem praeftet quo ad 
valorem logarithmi. 

Suppofito itacjue quod logarithmi quantitatum negativa- 
rum fint imaginarii ; quotiefcumque habetur differentiale loga- 

rithmi- 



■ 
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rithmicum reale , in cuius integratiane quantitas, quae cadit fub 
figno logariihmico per variationem, variabilis ipfam ingredien- 
tis potelt fieri negativa , 8c quidem per taleiu variationem 
variabilis, quae non efliciat ut diflferentiale ipfum definat efle 
reale, tunc quaecumque quantitas conltaus addatur iu integra*- 
tione; femper in integrali logarithmico polt fignun bgarith- 
micum ante quantitatem , quae per variationem variabilis in- 
tra datam conditionem fieri poteft negativa , poni debet fi- 
gnum duplex ± . Huius autem figni duplicis pars alteri con- 
traria tunc fumi incipiet , cum valor quantitatis figno duplici 
affeclae a negatjvo tranfit in pofitivum , aut viceverfa . Huius 
do&rinae pars prior quod nempe fignum duplex ± ponenJum 
fit poft fignum logarirhmicum in iutegratione logarithmica 

probatur ex eo quod eft — = ; ex quo licet nos non 

9C ~' H. 

inferamus effe etiam /*=z/ — *, ut ii volunt qui ftatuunt 

eofdem efle logarithmos quantitatum pofitivarum ac oegariva- 

rum ; dicimus tamen , quod nemo negaverit , ipfum ditferen? 

d* ... 
tiale — tam oriri potuiiTe ex lx r quam ex / — x. Ergo 

aequum erit ut in integratione duplex illa origo indicetur ; 

quare haberi debebit J — = / + *. Eodem modo. quo quaui- 

vis ex a l = ( — *)* non poffit inferri dividendo exponentem 
2 per 2 efle /* = — a ; tamen habita aequatione 
ob ** = ( — a) x extracla radice fcribendum erit xzz±a. 
Secunda vero pars eiufdem doclrinac , quod nempe figni du- 
plicis contrariae partes fint accipiendae altera loco alterius 
quoties quantitas figno duplici affe£U per variationem va- 
riabilium ipfam ingredicntium tranfit a valore pofitivo ad 
negativum aut contra, manentc reali differentiali logarithraico 
inde confirmatur ; quod manente reali differentiali logarith- 
mico integrale non poffit mutare naturam fuam . Scilicet fi 

intc- 
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integrale iam erat imaginarium nempe ob conftantem imagi- 
nariam additam fun&ioni reaii variabilis quae refultat ex in- 
tegratione; adhuc imaginarium manere debet quaecumque va- 
riatio acciderit fuo differentiali dummodo femper realc per- 
manferit. Non poteft enim integrale ex imaginario fieri reale 
nifi per additum imaginarium , quod partem imaginariam 
elidat , ac tollat . Hoc autem imaginarium addi auc tolli non 
poteft per fluxionem perpetuo realem . Viceverfa fi integrale 
iam erat reale ; fi tfempe variabili reali addira fuit in inte- 
gratione conftans realis ; tale femper renianere debebit qui- 
cumque fit ftatus fui diftcrcntialis dummodo femper reale per- 
manlerit . Hoc autem in integrationibus logarithmicis haberi 
non poteft nifi adhibendo contrarias partes figni duplicis, ut 
praeceptum eft . Quod fi quantitas , quac per integrationem 
ponenda eft fub figno logarithmico talis fit ut numquam per 
variationem variabilis tranfire poflit a valore pofitivo ad ne- 
gativum , aut viceverfa ; tunc omittendum erit in integra- 
tionc fignum duplex . 

Huius doi-trinae licet nova exempla in fequentibus oc- 
currere debeant ; tamen exemplum maxime perfpicuum , ac 
fimplex non videtur Jioc loco omittendum . 

Eulerus fequenti Cap. V. §. 248. invenit efle 

/</<p 1 1 — cof.q) 1 
= - 1 . . = l tang. — q> 
lin.(p 1 1 -J- col.q) 2 

/df 1 .1+ fin.cp r r v 

= T fi^ = ' tan * ( « + T » ) 

Nunc fi iu huiufmodi aequationibus accipiantur quantita- 
fes pofitae fub figno logarithmico prout iacent; erit pro plu- 
ribus valoribus ipfms <p femilogarithmus quantitatis pofitivae 
aequalis Jogarithmo negativae, contra fuppofitionem. Sit enim 

— - <p — q rc — r -~ , ubi q eft numerus pofitivu* integer , r vero 

fraaio pofitiva, ac n femiperipheria circuli cuius radios = 1 . 

D Erit 
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Erit pro his cafibus tang. — <p negativa . Eft autcra 

2 

i— cof.<p . 

— I — femper quantitas pofmva. Ergo in pnore aequa- 

i + cof. <p 

tione erit dimidius logarithmus quantitatis pofitivae aequalis 
logarithmo negativae . Idem eveniet in fecunda aequatione 

. r • o t 1 * 
quoties fuent 45 + ■ <pz=z q x — . r — . 

Pofito ergo quod abfurdum credamus quatmtatera realena 
aequari pofle logaritlimo quantitatis negativae; fcribendum erit 

/</<D 1 ,i — cof.cp . 1 
r-- = — / — -p- = / + tang. — <p 
fin. (p 2 1 -f - cof. <p *" 2 

/dq> 1 .1 + fin.rn . r 1 N 

~ / r — = / + tang.( 45«» + — <p ) 

pofito nempe figno + poft fignum logarithmicum dumtaxat 
• ante eas quantitates, quae per variationem variabilis tranfire 
poflunt a valore pofitivo ad negativum ; cuius figni pars fu- 
perior -f- adhibenda erit pro valoribus pofitivis tangentis cui 
praeponitur ; pars vero inferior — pro valoribus negativis 
eiufdem ; adeo ut fub (igno logarithmico ex utraque parte 
aequationis femper valores poGtivi reperiantur . 

Idcm vero etiam aliunde confirmatur hoc modo. Cum fit 
( tane ~ _D = ( fig -T0>) > 1 -(coEf <pj»+( 'M±<[>)*_ 
* 8 ' 2 V; (cof. T <p)* i+(cof._ <p)*-(fui.7 <p)» 

I — Cof. ( v (p + 7 <P ) I — Cof. <p 
I +.COf.(! <p -f-7<P ) I+C0f.<p , 

1 _ 1 — cof <p _ , 1 1 - cof. <p' 
tang. ~ <p=-j-V — — ~- ; feu + tang. — <p = V ~ 9 

2 i+cof.<p 2 i+cof.<p 

ubi V . C °, — accipitur femper pofitive . Evidens autcrn 
1 + cof. <p r r r 

eft pofira hac conditione fignum + praeponendum efle ante 

tang. 
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rang. — <p iuxta regulas algebrae , in eoque uc vera fit ac- 

2 

quacio fumendum efle fignum + cum tangens —9 cft pofi- 

tiva ; fignum vero — cum eadem tang. — <p fit negativa per 

variationcm ipfius <p . Ergo praepofito utrinque figno loga- 

rithmico habcbitur iifdem conditionibus 

1 — coH<p 1 1 — cofrn f . 1 

/. V — - — --^-= — /. -^- = / + tang. — <p. 

i+cof.<p 2 i+cof.<p 2 

Eodem modo demonftratio inftiruitur pro fecunda aeauatione. 

Hoc exemplum eo opportunius eft , quod in illo appa* 
ret nexus regulae figni duplicis + adhibendi in extraclione ra- 
dicis quadratae cum regula eiufdem figni adhibeudi in inte» 
gratione logarithmica . 

Uc vero in hoc exemplo nihil omittamus, quod ad rem 
noftram facere poflit ; praeftabit inftituere integrationem for- 

mulae--^- etiam per feriem infinitam. Sit fin. <p =k ; eric 
fin.cp r ^ 7 

du d (p 

cp= Arc fin. u ; </cp = — — ; r—— = 

^(1— «*) fin. <p 

du du , 1 .1.3 , 1-3-5 , , \ 

fpL =conO.+/« + ± + iiii + i±£ + ta. 

^hn.cp 2.2 2.4.4. 2.4.6.6. 

= Conft. + /f.p. <p ?^1 4 + M(55ffi' + 

2. 2 . 2.4.4 4« * 

Qliae conftans 1 fi determinctur ut integrale evanefcac quando 
<p= uti fupra faclom eft; erit 
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d<p = i ^i-cof.y | i-(fin.y)> ^ 3(1 -(Gn .<p)*)^ 

fin.vp 2 i+cof.cp" * 2.2 **4«4 

ubi nifi fcrioatur fignuoi ± io /• fin. <p ; cum eft = 
2 47 — »• ;r exillente q numero integro pofirivo, r vero 
fraclione, atque adeo cum fin. <p eft negativus; quantitas 
realis aequaretur quantitati mixtae ex reaiibus, 5c logarith- 
mo quantitatis negativae . Si vero addatur fignura ± ; atque 
ita adhibeatur, ut / i (in. <p. fit femper logarithmus quanti» 
tatis pofitivae ; quemadmodum non variatur valor quantitatis 

— / ' , C ° ' — quando a in <p loco valoris pofitivi fumitur 
2 1 + cof. cp 

idem valor negative ; ita neque valor fcriei , cui aequatur. 
Oritur tamen hic alia ditticuhas , quod idem fir fin.9 

quando <p = ^ /r -f- — , & quaudo <p = (f+i)ff — r — 

2 2 

non folum quo ad qualitatera, fed ctiam quo ad quantitatem 
valoris pofitivi , aut negativi . Si vero cof. ( q X *f r ~ ) fit 

pofitivus, erit negativus eiufdem quantitatis cof.^(^i)jf-r-^^. 

Quare variabitur expreiTio — / * C0 ^ 3L n U i Q varietur ullo 

2 14. col. 9 

modo eius valor 

^r^ + iZl(^)l + 3(izI£!!ii.W + .... 

2. 2. 2. 4. 4. 

Huic incommodo ocoarritur confiderando , quod fi arcui 
q x + r — fubftituatur arcus ( f + 1 ) n - r ; expreffio 

1 . 1 — cof 9 r - . , 

— / — ■ tranfit a pofttiva in negativam , aut contra, 

2 1 + cof. ip r 

quin quantitas iJlius mutetur,. Ex alia parte cum aflurapta 
v. • . fuern 
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fuerit aequatio J<j) = — «F* ****** cft 

' du * 
d(t)= , , ut attendenti ipfos duos cafus 

ip=:^+r-, Jc $ = (^i)*-r- perfpicuum eft; 

* 2 2 

<p~" i i +cof.<|> — L - v t 2>2 2, 4. 4 T J 

In qua aequationc omnia praecaventur, quac fueiant praecavcnda . 
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Soiutio cuiufdam paradoxi propofiti- ab Atembertio per 
ftgnum + rite adbibitum in integratione ; 

V^Uamquam integratio , quam examinabimus non fit loga- 
rithmica ; taraen quta fine paradoxo expeditur per fi- 
gnum + convenienter applicatum; vifum eft eam hic per oc- 
cafionem collocare, quando iam (atis huius figni neceffttatem , 
ac regulas conftituimus pro integratione logarithmica, neque 
pro aliis capitibus Galculi Integralis Auftoris noftri fiet op- 
portunum explicare regulas figni + in incegratione Alem*- 
bertiana , aliifque Grailibus adhibendi . 

JL D A 



Tm 
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Alembertius Tom. 4. Opufc. pag. 6<$. poitquam amico 
nonnulla alia paradoxa propofuerit ; haec habet : „ En aliam 
,, fpeciem paradoxi , de quo iam egi in Vol. 3. Monum, 
„ Berolin. anni 1747., quin folutionem invenerim , quae 
„ mihi fatis placuerit. Sit PM=)> (Fig. 1.) ; AP = *; 

„ dy + dxV ((i-*)~ T -i)> (Monum.Berol. 1747. p. 241.); 

AG = i. 
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„ AC=i. Elementum arcus AM eft </*v".( i — «)' 



„ cuius integraie eft fd*(i— *) \ fine -(i— *)' + — % 

„ vel feao i — *=*=CP,i- (i — CP^.Si CPrso, ha- 
„ betur AR = — . Si CP fit negativum habebitur valor 



ARr=-i-(i-( — CP) T ), qui ob (— CP)*=CP*eft 



3 

„ idem cum -^- ( i — . CP ' ) ; quod tameo fecus cfle debet , 

„ cum fit ARr>AM pofito C^;=CP. En igitur etiam hoc 
„ ioco deficientem calculum, quandoquidem ut plenius fatif- 

„ fiat aequationi </jr=</*V ((i~ *) 1 — i ) fumpto radicali 
„ pofitivo , fupponi debet quod curva , quae profequitur ultra 
„ punclum R iam non fit RO , fed RK aequalis ac fimilic 
„ipfiRO". 

Iniuria tamen accufatuf calculus. Quod ut clarius de- 
jnonftrwnus noonulla funt praemittenda. Sumpto radicaii po- 

rfitivo in agq\iati#ne dy = d* V ((—*)"' i ) , feu 

dy = d*( i -.*" T - i ) 7 = - </*(*"' - i ) r , 

= -2" i </z(l-«') 1 ; cum fit 

(1 — « ; =1 — * r ~~ * — « — - 

2 2.4 2.4.5 2.4.0.0 

habebitur 

^ = B-^« f + -.^« r V — •4* l + - i T-i« ,i +"( I ) 
' 2 24 2.4 5 2.4.5 8 

unde poftto quod y annihiletur quando % zr 1 iuxta fuppofi- 

tionem Alembertii ; erit 

B = 
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#=-*—- — — . . — . — .... Uuarc 

1 24 2.4 5 2.4.5 8 

cum fit ± + -L + -J-+-l*|_-f.&c = 1 

2 2.4 2.4.5 2.4.5.8 

1 

ut refultat cx evolutione ( 1 — 1 ) 1 = o ; erit 

JL A + JL ± + -1- -1 + < 1 
2 4 2.4 5 24.5 8 

ac proinde B quantitas pofitiva = CR, qui eft valor ipfius 

/ quando s = o . 

Ex hoc calculo in primis refultat quod fijmpto radicali 
pofitivo eadem ordinata / refpondet tam valori pofitivo * 
quam negativo. Quare fumpto radicaii pofitivb;. curva quae 
profequitur ultra punclum R erit revera RO. 

Ut indoles tota huius curvae melius appareat, fumatur 
ounc recla DRB parallela ipfi AC pro axe abfcilforum 
x = RQ = CP, ac RC normalis ipfi DB, furaatur pro axe 
ordinatatum u =z QM = CR — PM = B — y ; habebitur 

aequatio — dy = du = dz ( z 1 — 1 ) 1 ; ac proinde 

u , 3 J 1 3 J 13 4 — 3 3 f 

2 2 4 2.4 5 2.4.5 S 

fine additione conftantis ut fimul evanefcat u & z in R. 

*_ 

Cum vero in aequatione //* := V ( * 1 — 1) con- 

tineatur ratione figni V duplex valoris fpecies adeo ut fit 

*. i 

du =z±dz(z ' — 1 ) * • habebitur revera generaliter 

±(i,Li.i,«- ' 4.L4 i.f y |)k 

v 2 24 2.45 5 2.4.5.8 8 

Atque haec eft aequatio maxime propria ad perfpicienJam 
naturam curvae. 

Ex hac aequatione primo intclligitur curvam habere 
quatuor ramos fimiles , & aequales RA , RO , RA' , RK. > 

ac 
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ac praeterea nullos. Quare perperam pofiti funt ab Alembetr- 
tio rami AT, TO. 

Secundo: hos ramos terminari ex abruptp in quatuor 
punftis A, O, K, A' cum pro valore «> i hat du 
imaginarium . 

Revera etiam pro integratione pro axe Alembertii for- 

mulae ifys±±4*V (( 1 — *) * — i ) = + dz(z~ 1 - i) r 
generaKter fumptae ope figni ± habetur 

,=B±(-i-* f +f.f s ' + -i-.i-^+...) (3) 

2 24 2.4 6 ' 

ubi conftans B = CR non debet affici figno + . Quare pro 
aliquo valore z, puta RQ habebitur alter valor 
/ = PM = PQ — QM ; alter vero /=PM' = PQ + QM' * 
Quod idem habetur ex aequatione / = B — « prout u acci- 
pitur pofitivum , aut negativum» 



■ j 
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Nunc pro re£tificatione, curvae cuius aequatio 

-2 i »2. 
<Ju=s±dz(z ' — i) 1 habetur + ' ; 

.d * £ atquo 
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atque eleraentunT curvae /(.</«* -M« *) generaliter fumptura 
erit + ; ac proinde integrale erlt *% quod an- 

nihilatur firaul cum «, ac «. Erir ergo- arcus in genete 

~~ 2 

Paradoxurn viderj poflfet quod hic arcufr adhuc expri- 
matur per forraulam valoris realis etiara quando z > i , in 
quo calu debet efle imagiaarius ob ordinaram curvae imagi- 
nariam, in quod paradoxura incidit etiam pofitio axis Atem- 
bertii ; quamvis de hoc nihil adnotaveriu Sed de hoc para- 
doxo, quod apparet iu plurirais aliis curvis, agetur in fe- 
<juenti paragrapho- \ 

Si nunc fumatur arcus RMA pofitiyus originem habens 
in R , eumque continuare libeat cum arcu Rr'K ; habebimus 
directionem Rr' negativam. Itaque fi furaatur RQ=R^, ac 

fit RM = |-z l ; erit Rr'= quod iam eft evi- 

2 2 

dens. Erit eigo RA = — ; AM = -z. 1 ; 

2 2 2 

Ar'= — + — ; ac m -genere portio arcus ARK, cuius 

2 2 ' •.. • - 

- r t 1 

initium ftatuitur in A erit =s. — X — x' . Idem refultat 

2 2 ' 

etiam ex integratione Alerabertii dummodo in ipfa rite adhi- 
beatur fignura + . Nara cum, utipfe notat, elementum ar- 

cus AM fit dx</ { i — *J ' ; em e ' us integrale 

+/</*( i — k) 5 = — +-^-(1 — )* cum fignum + non 



afficiat conftantem 




t.un 
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tam pro arcu AM, quam pro arcu Ar\ ut fumpftf Alem- 
bertius, exinde patet quod differentiale in M , & r debeat 
habere Ggtia contraria pro varia fpecie valorum arcuun* K.M, 

& Rr\ ... 

Neque abfurdum videri debet quod differcntiale quaijtita- 
tis femper crefcentis fit quandoque negativuro quaryl^que po- 
fitivum . Nam iit a — * quamitas femper crefceos a. zero uf- 
que in infinitum; erit eius differeutiale — dz, modo negati- 
vum modum pofitivum preut erit pofitiva vel negativa quan- 
titas z. Quod rite eit animadvertendum in differentialibus 
quantitatum, quae per intcgrationem acquirunt confiantem ; 

cuiufmodi funt differentialia ipfa Aicmbertii " i ) „ 

ac d*S(i— *)~\ quorum integraiia debent annihilari quan- 
do * = o. 




rLu|fe\ Ufcr 

t • • • , , - ■ 

. . ■ < • 

Quod vero fignum ± praepofitum difFerentiali non de- 
beat afficere conftantem , quae ingreditur per integrationem y 
fed dumtaxat partem variabilem ipfius integralis , quae im- 
mediate oritur ex differentiali; quamvis iam demonftratum fit; 
tamen etiam hoc noto exemplo illuftrari potcft. Sit curvae 

E 2 AMR 
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AMR aequatio d y=J^ZT^j> P oflto AP =*> ™zzy\ 

erit /=C — V(i — **); ubi fi/ evaae&ere debeat fimul cum 
x ; habebitur C=i, quare y = i — y ( i — **); eft 
autem haec aequatio quadrantis circuli , & gcneraliter 
y = i ;£v r ( i — **) aequatio femicicculi ARA' . 

Cum haec curva non redeat in feipfam, non poteft in- 
ferri ex re&ificabilitate eius arcuum argumenrum contra de- 
monftrationem Newtoni , quod oullae curvae in fe fedeuntes 
fint rec*tificabiles . 

Hoc vero genus cnrvarum, quae in fe non redeunt, 
neque abeunt in infinitum, fed terminantur ex abrupto non 
viiietur explicatum fuilfe a Geometris . Non eft autem dif- 
ficile infinitas curvas Jiuius generis invenire , quod mox 
docebimus . 

De critcrio arcus imaginarii exprejp per 
formulam reakm* 

C~ ~ 
Um fit difTerentiale arcus =/(<//» + </**) exiftente reali 

. " , V(<ty*-M**) 
*, & numquam poterit formula -^-j- politive 

fumpta eflTe unitate minor. Ac revera aut differentiale arcus 
habet pofitionem parallelam axi ; ac tunc eft aequale dif- 
ferentialt axis ; aut habet pofitionem obliquam , ac tunc 
eft maius. 

Hoc pofito fi fit arcus j=X, quae fit funclio ipfius *, 
ac fit </X = P//*, fit vero P quantitas, quae pro aliquo va- 
lore ipfius * fiat frafla ; pro eo valore x licet fit X quanti- 
tas realis ; arcus tamen s erit imaginarius. 

Ratio eft quod expreffio quae nihil aliud eft quam 
Arc. abfc *, includit conditiooes geometricas, quae pro va- 

: loribus 
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loribus nounullis licet realibus ipfius X locum habere noa 
pofluot . 

Infinitae ergo curvae efle poflunt, in quibus arcus ima- 
ginarii mentiantur valorem realem , cum infinitae fint for- 
mulae X , in quarum differentialibus Vdx funclio P pro ali- 
quo valore * fiat quantitas fracla. 

Faao ut fupra * = X; /js/f^HO^W»; 
habebitur dy* =zdx* (P — i) ; iy =r </x/(P — i ). Quando 
P fit quantitas fracla , tunc dy evadit imaginarium . Ergo 
Kmes , in quo arcus imaginarius incipit mentiri valorem rea- 
lem , eft idem limes , in quo ordinata cum fuo differentiali fit 
imaginaria, atque item exprimirur per formulam imaginariam. 

Si in integratione formulae dyz=dx^(P — i) nulla 
addatur conflans; in curva quae inde enafcetur relata ad axes 
normales x, & y pro quocumque valore determinato x, nou 
poterit y habere nifi duos valores aequates affe&os fignis con- 
trariis, ac proinde fi hi valores fint fimti quando P=i; 
curva habebit j^mos duos deficientes ex abrupto, fi paullifper 
immutato valore x iam fiat P < i . 

Quot erunt ergo valores x, quibus refpondeat aequatio 
P = i , adeo ut paulJifper immutato valore x, fiat P •< i , 
tot erunt paria aequalia, & fimilia ramorum curvae, qui pro 
iis valoribus deficiunt cx abrupto . 

Ex iis , quae dicla funt , pronum eft iudicare de curva Alem- 

bertii fupra explicata, cuius aequatio eft dy=dx\f((i-tt) ' - 1 ), 
quae refertur ad aequationem dy = dx ✓ (P — i) , ubi pro 
cafu Alembertii P incipit efle fraclio quando x iocipit efle 
negativum , aut pofitivum > 2 . 

Ex his curvis infinitis quafi prima eft, quae exprimitur 
acquatione dy = dx y/(a -f bx )z= dx V((a +• i + bx) — 1 ) , 
quae fimul efl quadrabilis, ac reclificabilis . Si in hac aequa- 
tione fit 4 = 0 repraefeutante abfcifla x diftantias planetarum 
a centro ; ordinata y repraefcnrabit tempora periodica . 
, . Adna- 
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Adnotatio II. ad Cap. V. Scft. I. Vol. I. 
De integrationc formularum x n dx fiu. X , X n dx cof. x . 



c 



_fUm de integratione huiufmodi formularum Eulerus nihil 
praecipiat, cumque fatis conferaot ad folutionem nobilium 
problematum , quae haclenus intacla fuerant; vifum eft earum 
traclationem addere Cap. V. Seclionis huius, cui nimirum ca- 
piti titulus eft : Dc intcgratione formularum angulos , fmufque 
angulorum implicantium . 

Conftat autem ad formulas **</*fin.*, *"</*cof.* etiam 
has alias * w </«fin.(z f ) * m dx Gof. (z c ) reduci polfe pofito 

56 f =*, unde habetur z w =* f : « = — * c dx; 

' c 

I ™ "^"'~ c I w "h-* — X 

a m</:sfin.(« c ) = — * * </*fin.*;« w //«cof (* f ) = — * c dxcoix, 

Problema I. 

Formularum x" dx fin.*, * n dxcoix integrale invenire 
fiquidem /* denotet numerum integrum pofitivum . 

Solutio . 

Cum fit /*" ^* fin. * = — *• cof. * +fnx dx cof. * 
/*" </*cof.*= *" fin. *•—/«* *- % dx fin.* 
per opportunas fubftitutiones eruemus. 

/W*fin.*= — *»cof.* + »* tt — fin.* + »(» — Ox-^cof.* 
— »(»^i)(»-2)* , »-'»fin.*--&c... (A) 
quae feries conftabit numero finito terminorum ; habebimus 

nempe /.*, 
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f xdxfm.x — — xcofx + fin. x 
fn x </xfm.x = — x *cof.x + 2 x fiu.x+ 2 cofix — 2 
fx i dx fin. x = — x 1 cof. x -f- 3 x * fin. x + 3.2 x cof x — 3.2 fin. x 
fx*dxfw.x=z — x«cof.x + 4xJ fin. x + 4.3 x *co£ x- 4.3.2 xfiu.x 
— 4.3.2 cof.x + 4.3.2 
&c &c 
Eodemque modo habebimus 

fx n dxcof. x =. x * fin. x + nx cof. x — n ( n — 1 ) x"" 1 fm. x 

— />(»— i)(»—2)x"-Jcofx + &c... (B) 

ac proinde 

fxdx cof. x x fin. x + cof.x — 1 
fx x </xcpfx=x* fio.x + 2xcof x — • 2 fin.x 
fx * dx cof. x rr x 3 fin.x-f- 3«* cof.x — 3.2xfin.x — 3.2 cof.x -f- 3.2 
fx ♦ dx cof. x = x *» fin. x + 4X ' cof. x — 4. 3X * fin. x — +3.2X cof. x 
+ 4.3.2 fin.x 
&c &c 
quae ita funt fumpta, ut evanefcant pofito # = 0 

Scbolion . 

. - . .... % ... , « • . , , ■ y 

Duo termini generales »(»-i)(w- 2 )....(»;£) at"* 1 dxcof. #, 
& »(x-i;(;r-2) .»-(»- ^ar"-** 1 </jcfm.x ferierum (A), & (B) 
evolvuntur ex duobus fummatociis 
/»(» — i)(« — 2 ).....( </*fin.#, & 

fn{n— 'i)(n— 2)., ....(» — £)# dxcof.x. lam vero quando 
£ = », annihilatur fimul cum fuo dittcrcntiali integrale for- 

mulae f»(n— i)(»— ■ 2) (» — £) # «-*■» dx fin.* . Licet 

. autem in eodem cafu £=« aequetur nihilo differentiale 
n (n — 1 )(n~* 2 )....(»— #»-*-« dxcof.x; tamen fi inftitua- 
tur eiufdem^ integratio indicata per formulam fummatoriam 

M«-i)(»~i) („-*)*" W*(i ~+ -^— ...); 

2 2.3.4 ' 

habetur pro integrali quantitas conftans /;(»-i)(»-2)...(*-(£-i)), 
quae eft ipfa adiicienda feriei (A) , aut (B), ut.evanefcat 
pofito x = o . Problc- 
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* • 

Problema 11. 

Forraularum **</xfra.* , 8c x n dxcoC.x integrate inveftv 
gare , fiquidem n dcnotet numerum integrum negativum » 

r m. 

Solutio , 

I ■ * 

Cum fit /^»<fcfin.* = --^*'»-H>fra.* — «</*co£* 

Cx « dx cof. * = -^- * ■+■ ■ cof. * + P-l— *»+• *dx fra. * 
J n±i J n+i 

patet neque hoc modo per fubftitutiones poffe haberi fe- 

riem , quae conftet numero finito termiHorum , quae ex- 

hibeat valorern integralis quaefiti . Videamus ergo quae» 

nam ex feriebus infinitis Iiunc valorem commodius expri- 

mant . Cum fit 

/*" </*fin.x=/W*(* -f — h.) = 

2.3 2.34.5 2.34.5-^7 

I I *"+■ 4 1 x*+ * 1 

C-j • **+- * . 1 . . -1«. 

»+2 »+4 2.3 n\6 2.3.4.5 w+8 2.3.»7 

fi a fit numerus negativus impar, aKjue fi fx' 1 dxCxa.x atrat- 

hiletur quando * = 1 ; habebitur facile per feriem conver- 

gentem valor conftantis C. 

Si vero n fit numerus par negativus; quo cafu in ferie 

apparet terminus infinitus — . ~ :: tunc illiuslo- 

rr o 2.3.4.. ..(- 1 -») 

co, qui oritur ex vulgari integratione formulae — * 3 ""J~~"~(7~i"". 

1 .... 

fubftituatur terminus -/*, qui annihilatur quan- 

2.3.4* ••("*'"■ n ) 
do *=s 1 . Eodem modo cum fit 

/** 
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X* X* 

fx n dxcoC.x—fx* dx(i 1 +....) 

2 2.3.4 2.3.4.5.5 
I , I x"+-i , 1 x"+ S 

— c-f 1 : — . -f 



//-f 1 «+-3 2 «+5 2.3.4 

fumpta ferie ut iacet fi n fit numerus neg.uivus par ; fi 
vero fit impar, fubitituto loco infiuiti termino Jogarithmico 

/x ; habebitur facile conftans C pofito quod 

2.3.4... . ( - I — x) 

/x»</xcof. x annihiletur quando x = 1 . 

Scbolion i. 

Quando » eft numerus quicumque negativus unitate ma- 
ior ; iam patet quomodo dcterminetur commode conftaos C 
annihilato imegrali quando x=s 1. 

Scbolion 2. 

Quando n eft numerus quicumque negativus unitate mi- 
nor, icu fraclus, aut pofitivus quicumque ; annihilato inte- 
grali quando x=o; invenitur ipfa C=o. 

Scholion 3. 

Duplex hoc loco problema folutionem poftulat; primum 
quaenam feries fubllituendae fint fuperioribus ad habendum 
valoretn integralis quando x cft numerus fatis magnus , ac 
feries ab initio funt diverg^ntes; fecundum quinam fit va- 
lor iniegralis quando x = oo ; hic enim uepifTimc inve- 
nitur finitus, ac maximc attendendus. Nos praccipua fe- 
ligcmus . 



Pro- 
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Problema Ul 
Determinare conftantem A in aequatione 

f^JL =fL+lx -^ + ^l ^+...[.1 

J X 2.2 2.3.44 2.3.4.5.^.5 

/*» dx cof. *• 

pofito quod integrale J annihiletur quando # = 



/dxcof.x Cm.x coi.x dxcoCx 
X X x l J 



Cum fit 

J X X X 1 J AT? 

^Cm.x coC.x dx / x% j^. x * \ 
x x* J xi^ 2 2.3.4 

fin.* coCx p 1 #* *« 

- + B -f — -f /# -f - — ....[2], 

a: #* a?» 2.3.4 4-3-4-5-<* 

ubi B eft conftans ingreffa per integrationem, quae debet af- 
furai talis, ut integrale evanefcat pofito # = ©0; pofitis in 

hac aequatione [2] loco -^^,& C '* valoribus ortis ex 

evolutione funclionum fin.* & cof.jr; habebuntur duo ter- 

mini conftantes 1 , & — ; caeteri afficientur potentiis ipfius 

x • Collata itaque aequatione [2] cum [1] feu Ix cum 
Sc terminis , qui afficiuntur potentiis ipfius x in una aequa- 
tione cum terminis correfpondentibus iifdem in alia; debebit 
efle etiam conftans A aequationis [1] aequalis terminis con- 
ftantibus aequationis [2] . Erit itaque 

A = B-f i-f — ; B= A — 1 . 

2 2 

AflTumatur nunc iu genere j. 
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/Jxcof.x fin.# coCx fio. * . cof.# , fitut 
= 2 — - + 2.3 — -4- 2.3-4— r 
*• X X xi x* x* ■ 

, , N cof. X 

— +2.3.4 — - 

xf* 

+/ j -3-4»M j ^t('+7 + ^- ), 

ubi pL eft iodex termioorum aote formulam fummatoriam , 
& quidem formae +p exifteote p oumero iotegro. Evoluta 
formula fummatoria habebitur 

/dxcofx fm.x cof.x fm.x , cof.x , fm.x 
= 2 + 2. 3 +2.3.4 
X x x* x* 3 X* * xs 

— +2. 3.4 — — O ~^f + M 

rx ~t* x l ~t* . x*-r 



+ 2.3.4 fi I ; r i 7 " 

r "-~/Z 2(2 -/i) 2.3.4(4^- /X) 

+ — — 7 I + Ix 

2-3-4 (ft— 2)2**J 



.V 1 .V 4 



2'M 0(/x+2) 4 (M+ 0(M+2)(M+3)(M+4) 
....[3], ubi M eft cooltaos ingrefla per integra- 
tiooem eius conditioois , ut iotegrale aouihiletur quaodo 
x = e>o . Habebitur etiam 

/dxcof.x fm.x cofx fin. x- cof.x , fio. * 
* * X* Xi *4 

. . . cof. y , fin. x 

— + 2- 3-4-. ..(M-O — + 2.3.4..^^; 

-2.3.4.... (M + O^ 

-y^.3^+*)^(i-7+~ 

E 2 cuius 
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cuius fecundi membri formula fummatoria evoluta . dabu 
N + i x + s , exiftente N conltame notae conditionis , & ^ 
ferie terminorum affcaorum potcntiis x. PoGtis autem m 

fm.Af _ 

hac aequatione [4] loco terminorum 2.3.4.... /x — — , « 

2. 3.4.. .-(/*+ O^* valoribus P er feries ° rt2S CX CV0lU " 
tionc fio.*, & cof.*; & incb eduais conftantibus —^, & 

-i- , atque additis ipfi conftanti N ; habebitur per fuperiora 
/J+? 



t 1 _ 1 1 

aecjuatio M=N-f^+^-;N-M-^ f ^ ^ , 

atque cum idem refultet etiam quando /x eft iorraae 4/> + 2 J 
tandem concludetur 

1 1 1 1 
M = A-i----~7~ " /x 

Sit nunc /x-AT-ooi evanefcent in aequatione [3] 
omnes termini ante M, tum priores ex fcquentibus. Itaque 
fumendo terminos, qui remanent ad latera ipfius i lx ad dexte- 
ram atque ad fmiftram, contcaifque duabus feriebus, habebitur 

~~cof.* _ L_JL — .. ..-— + /* 

~ 1 2 3 4 f 

.| x(fJt— 1) _ _£_f )_^XiLl_ 4. 

„ 2** 4* 4 

r __* . *J 

l 2TM-1XM+*) 4("+0^+*XM-3X"+4) , 

Quae duae feries affeaae potentiis * cum invicem deftruan- 
wr ob terminos correfpondentes aequales , & contrarns figms 

. praeditos; erit/ — A-i- 2 3 4 M T ' 



*4 

• • • • 



■ 
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feu ob /^=/ii= i + — + — -| h •••• *i — 

2 3 4 M . 2 * 

+ — — + ( Adn.I.); ent / - = o = 

, t A, B C.B 

2 2 4 5 8 

A=5o, 577215 tfo^oi 532850 5i8ii2 05-0082 3? 

Scboliort I. 

* * - 

dxtof.x * x x . ** 



/J*" coi. Jtf ■ 
=A-f/-x j- 



# 2.2 2.3.4.4 

quantitas x alfumpta fuiflet negativa, atque conditio foret, 

ut integrale evanefceret quando *• = — 00; conftans A eun- 

dem valorem e(Tet fortita, ut facile calculum relegenti patet. 

Ex fupra diftis etiam huiufmodi aequatio ita fcribenda erit 

W*cof.* x 1 *4 

/ — — = A + / ±_# -f 

J x 2.2 2.3.4.4 

nbi fignum quantitatis pofitae fub logarithmico ita debet ac- 

cipi , ut logarithmus fit realis . 

Scbolion 2. 

Habet igitur conftaus A eundem valorem in duabus ae- 
quationibus 

/dx e x x % xl x* 

— =A + /±„+* + — + — + — — + 
* 2.2 2.3.3 2 *3*4*4 

/dxcof.x . , . x l , x* x 6 
-A+/±* + » -- + .... 
x 2.2 2.3.4.4 2.3.4.5.5.5 

pofito quod utrumque integrale annihilctur quando x = — 

Scbo- 
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Scbdlm 3. 

Quairi poflet etiara methodo fuperius tradita valor con- 
ftantis C in aequatione 

=C + /±* + &c....[5J 

x* 2.2.3 4.2.3.4-5 

pofito quod integrale annihiletur quando #=^©o; veruin 

_ /"dxhn.x (in.x r dxcotx 
cum fit / — = r / 

J x % % J x 

«** fA+/± ._.__ + __ &c:;:.W, 



X 2.2 2.3.44 

in qua aequatione conftans A fuperius inventa fatisfacit con* 
ditioni , ut iutegrale aequationis [d] annihiletur quando 
* = ± 00 ; fatis erit comparare duos valores iutegralis 

j* jfjn^» habitos ex aequationibus [5] , 5c [tf] . Educendo 

fin.* ** * 4 , 

enim ex termino — = — i . ■+-.... 

* 2.3 2.3.4.5 

conftantem — 1 , atque eam addcndo ipfi A ; habebimus ae- 
quationcm C = A — 1. 



Scbolion 4. 



five fit 



Sit nunc I valor , quem iiiduit 

/dxcof.x ' X* 
— =A-f-/±* f- quando *=i; 
* 2.2 

A i- + — « 1 h • • • = I • -*° fita aequatione 

2.2 2.34.4 2.3.4.5.-.0' 

/dxcof.K , , . ** • * 4 
=A — 1 r /±* 
« 2.2 2.3.4.4 

inte- 
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integrale annihilabitur quando *=i; pro hac vero fuppoli- 
tione integrale erit = — I quaudo * = + oc . 

Scbolion 5. 

Aequatio [3] facile praeparari poteft utexhibeat valorem 

integralis — — , quando * eft quantitas fatis magna eo- 

dem modo quo in fuperiore Adnotatione praeparata fuit feries 
(10). Quare in hoc argumento diutius non immorabimur . 
Illud unum advertemus quod fi in formula fx" dxCin.x nume- 
rus n fit par negativus, aut fi in formula fx H dxcof.x idem 
numerus fit impar negativus; in iis cafibus per aequationes 
Problematis II. 

/x» dx fin. x =: — x »-*~ 1 fm. x — /-7— *" + 1 dxcoCx 
n-f l J n+i 

/x" dxcot x= — — *h- 1 cof * -f- Ar— x*+- ^xfm.x 
»+■1 

/■ffXCOU X 
— . Quare haec for- 

mula in analyfi fatis erit obfervabilis . 

Troblema IV. 

Pofito quod n fit quantitas negativa = — r; fit autem 
r < 2 y & quod integrale fx n dxfm.x annihiletur quando 
* = o ; invenire valorem integralis pro valore * (atis magno > 
atque etiam pro x = oo* 

Solutio , 

• 14 

Per conditionem Problematis habebitur 

[7] 
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I I X r +*4 t x"+ ,tf 

l 7 \fxUx fin.x= -f- *<+• » — p-. 4. -1-. 

L/J/ »+2 w+4 2.3 2.3.4.5 

fiie adiitione conitantis . Ex aequationibus vsro Problematis 
1. habetur 

[8]/x n //xfin.x;z: — x*cof.x -f «x"" 1 fin.*-4-»(*-i)* 1, ~ , cof.x 

— »(»-i)(»-2)* B ~l fin.x- 

±*(»-i)(»-») (»-(m-2))»- 1 "- >£ n c '« 

+ » (»- 1)(»-2) (»- (ji-0)/« «»5c " 

ubi /i efl index terminorum ante formulam fummatoriam, 
& ubi adhibendum eft fignum fuperius fi /i fuerit formae 
4/>-f-2, vel 4^-h3 exiftente numero integro; fignum ve- 
ro inferius fi u fuerit formae 40, vel 4/>-f-i. Scribendura 
vero erit fin. x fi /x fuerit par; & contra cof. x fi /z fuerit 
impar . 

Si in termink ante formulam fammatoriam loco cof. x 
& fin. x fubflituantur feries , quae exhibent valorem cof. x, 
& fin. x; habebitur con^eries ferierum infinirarum, in quibus 
ob potentiam n ipfius x vel fraclam vel = — 1, quae aflicit 
fingulos terminos, nullus apparebit terminus conftans, fed 
onmes afficicntur potentiis ipfius x. Eodem modo fi in for- 
mula fummatoria fubftituantur feries loco fin. *, aut coCx, 
& integrentur finguli termini fine additione conftantis; habe- 
bitur ieries infinita , in qua uulius erit terminus conftans. 
Modo fi aequatio [8] ita immutata comparetur cum aequa- 
cionc {7] ; termitli affecli potentiis iifdem x iidem efle debe- 
bunc *n utraque , deletis terminis , qui in [8] immutata fe 
mutuo deftruent . Ergo cum [7] in nihiium abeat quando 
x = o ; in nihilum abibit etiam [8] immutata , in qua nem- 
pe loco fin. x, Sc cof. x fubftitutae funt feries, & peracla in- 
tegratio formulae fummatoriae fine additione conftantis. 

Si funmtur x=/i = oc; facile apparet terminos omnes 
pofitos ante formulam fummatoriam in aequatione [8] fieri 

inhtti- 
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infimtefimos , 8c quidem fuccefflve ordinum fuperiorum ufque 
ad ultimos, in quibus convergentia deficit ob factorem ter- 

mini fequentis — sss — 1 . Formula ergo fnmmatoria 

fola evoluta fine additione conftantis dabit valorem integralis 
/x* </*fm.*, quem induit in cafu # = oo; pofito quod iu 
ipfa formula mmrnatoria furmttur u=x =00 • 

Pofiro ergo quod fx n dxtm.x annihiletur quando * = 0; 
in cafu * =. 00 = y> erit 

M/W*fin.*=+*(^ 

peraela integratiotic in fecundo membro aequationis pcr fubfti- 
tutionem ferierum fine additione conftantis. 

Si vero * = u-|-p, exiftente p fraclione, fit tantum 
quaruitas fatis magna , ncque tamen infinita ; termini ante 
iormulam fummatoriam conftituent feriem (atis convergentem , 
quae addita valori formutae fummatoriae evolutae per feries 
dabit valorem integraiis fx" dxfin.x, qui quando * eft quanti- 
tas fatis magna, per aequationem [7] haberi non poteft. 
■ Sumatur ji formae 4^ ; erit 



« l, fl , »fin.x = + s(» — i)(b— z) . .. . . (n— ((i — 1)) 
«•"-*• </»fin. « = + »(»— 1) (»— t) (» — (ji — 1) ) 

fi-* d *[*- j£ +^^---]=+»(»-i)('»-2)-(»-(c-«)) 



/■ 



■3 2.3.4.5 

1 r~ — — • * — : — "I" — . r~r — ■ • • • 



2.3'» — M-f-4 ' 2.3-4.5 + 5 

gfW — f* -f-t r 



± 7 r . ■ T . . . . I , ubi » eft index 

2.3.4... .(2 V— i) » — /i-f-2V J 

terminorum , qui quando eft impar , adhibetur fignum fupe- 
rius; quando vero eft par, fignum inferius . 

G Si 



5* 



Si nunc in tcrmino generall ± 



2. 3.4.... (2 v — 1 ) 
-— fumatur ivsssu. ac multiplicetur ille terminus 

per u(n — i)(» — 2)....(» — (p — 1)) coefficientera ferici 

. * (*~0 (*~0 (»-(u-2)) 
habebimus termmum* • - .. ... ^ 

(»—2) (« — (a — 2)) , v ^ „, 

±- (»--. (/t— 1))*"= T; termim 

3 f*— 1 v 

vero fequentes ad dexteram erunt 

+ T x* T 1* _ 

T 

termini vero retrocedendo ad -finiftram ipfius — erunt 
T (m-2)(m-0 T (/x-4)(y-3)fr-0(u-i) 

T . ~ *— • " T *••••• 

»—2 Jtf 1 »-4 ** 

quae duae feries pofito quod fi fit aequalis ipfi aut parum 
diftet, erunt convergentes , atque infervient fimul cum ferie 
pofita ante formulam fummatoriam in aequatione [8] ad ha- 
bendum valorem integralis fx n dxfin.x quando x cii quanti- 
tas fatis magoa. 

Quando x eft adhuc quantitas fioita ; feries finiftra ha- 
bebit numerum finituin terminorum ; feries vero dextra fem- 
per abibit in infinitum. 

x x 

Sit huncxz=u=oo. Cum in hoc cafu fit — — =1; 
J- ll. i = j . & c f er ] es ad dextram fiet 

T T T 

— ■ 1 &c. ..... feries vero ad finiftram 

»+2 »+4 n+6 T 
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■ + ~ — faio Quare valor integralis pro- 



pofiti, qui in cafu * =©e> definitur per folam formulam. 
fummatoriam , habebitur per aequationem 

r_i L_ + _J 

«xiftente T= . fe^L *&±2» (. - <ji_ .)>• i 

I 2 J /J-I V 

Cum autem in T coefficientes »,(» — * i), (»—2), &c. 
ufque ad (» — (fi — 1)) inclufive fit numero pares , funt 
enim y , qui numeros fumptus eft formae 4/) ; erit T quan- 
titas pofitiva. 

Sed eft -f =-/ 

24.» 4+» 6^4.« ^ x+ii* 

pofito poft integrationcm » ss x y 

n 1 1 . 1 s>tt~ l -*du 

eft etiara — + =s / — ; 

— s 2 — » 4 — » »/ 1 + «* 

crk itaque J*'"<lxCin.x=Tf > " — ~ du; pofito poft* 

1 

GorolLrium L 

Peculiaienf attentionetn meretur fbrmula y"_l fi — , 

quae analoga eft fermulae foperius confideratae J" -* C °** *> 

Cum itt formula y* fit»= — 1 ; erit eius valor in 

G x cafu 



mregrationem u ; 
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{1,1 * , 
* + + 
caiu s-oo cxpcnu- pcr i, | * 7 

j I "— - — *f" — — — — -f- « • • • • 

c 3 5 7 

lctl pro calu >/=-— i eft T = i; eft autem 

i - +~ -+....=— ; Erit ergo in cafu x=o©> 

3 5 7 4 

/</*fm.* a" . _ _ 
— - — = — pofito quod pro caai x = o Gt 

/JxGa.x . 
— = o . Quod euam refultat ex aequatione 

«*» 

»» _*fin.-_=T / — _ du , qu.e fit 

/</xfin.* piiu _r 



Si 



Corollartum 1L 
>dxco(.x s*dx[in.x r>dxe~* 



r t /^axCOUX S*dxllQ.« f*t 

i ergo formulaey y J ,y « 



integrentur (ine additione conftantium per feries> <juae exhibent 
valores ipfius co£*, fin.*, & erit in cafu *=oo 

/dxcoix x % . x* x 6 
— — =/*— — + — ■—+...= — A 
X 2.2 2.3.4.4 2.3.4.5.6.6 

/_/*fm.* #i , *r x7 k 
= * -i — — +,...=— 
x 2.3.3 2-34-5-S 2.34.5.^.7.7 2 

/^Z=/^, + fl^J^ + ^^...^ A 

* * 2,2 2.3.3 *-344 



Corolh* 
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Corollarium III, 
* . n I »— I y 



Sit » = ^- ;C rit~ = --i;^f = -J 
1 i a a 4 
»— i 5 

— = * — — , ac proinde 

2 4 5 8 2/t~2 ' 

1.3.5.7 - • - (a/*— Q 1.3.3.7 • • • C^M— 1) _r_ . 

2.4.5.8.., 2ft ^ 24.5,8.... /2* 

Itaque cum fit per Theorema Wallifianum 

* . 2.244.5.5.8.... ^ ^ 2 X 1 ✓ 1 

✓4 T +*~ T 

Nunc ot integretur / — I- fiat *ss**: erit 

** I T** * 

.2/2 XAratang. . Et quoniam fumi debet *_=i f 



>» T + iT r 

iu 



ac proinde etiam x = 1 ; erit f* * " 

lyfi . Arc 2 1 9 3 o' + 2 /2 . Arc. 57" 3 o' = * / 2 , 



Erit ergo tandem / = /2*. 
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Prollenta V. 

Pofito quod n fit quantitas negativa != — *", fit autem 
r < i , & quod integrale /*• dx coC x annihiktur quando * = o ; 
invenire valorem integralis pro valore x fatis magno., ac 
infinito . 

Solutto .' 

Ex condrtioue Problematis habebitur fine additione 

atque kem ex aequationibus Problematis h 
[10] /*" Jxco(.xz=x" bn.x+*x m ~ t cof.x-.n(*-i)* n - % fin'# 
— „(»— i)(n — Oa^lcof. * + 

ubi ii eft index terminorum ante formulam fummaturiam % 
ubi adhibendura eft fignum fuperius, fi /i fuerit formae 4p+i ; 
aut 4/> + a; figoora vero inferius, fi u for«*a« 4.^ 

aut 4/> + 3- Scribendum vero erit fin. *, fi fuertf impar; 

cof. * , fi par. ' . 

SL in aequatione [10] lntegretuf tormala fammatoria 
fecundi membri per fubftitutionem ferierum fine additione 
conftantis; evanefcet ipfiiro fecundum membrnm in cafa#— .0, 
quo cafu evanefcit etiam aequatio [>] . Quod eodem modo 
demonftratur, quo fuperius demonftrau fiut evanefcentia u- 
multanea aequationum [7] , & [81 * ^ 



ss 

Si furaatur #=fi-=oo; evanefcet in aequatione [10] 
feries fecundi membri ante formulam fummatoriam ac pro 
inde erit 

pera&a integratione per (eries fine additiorte conftantis. 

Si vero fit x quantitas fatis magna finita = j*-f-f>; 
erit convergens feries ante formulam fummatoriam, quae ad- 
dita feriei ortae ex integratione ipfius formulae fine addi- 
tione conftantis dabit integrale fx* JxcoCx, quod per aequa- 
tionem [p] haberi non poflet. 

Sumatur ji formae ip; erit 

+ »(»— 1)(»~2) ..... (»— Qi — i))fx »-/•* dx cof x = 

+ nfn— i)(n—z) *mm (»—(/*— 1))| . ■ 

+ 7 -± Z — ± I 

2.3.4 »— ft+5 2.3.4«.(2y-2) n— p+{2v-i) J 

ubi v eft iodex terminorum; qui quando eft impar, adhibetur 

fignum fuperius; quando vero eft par, fignum inferius. 

Si nunc fumatur 2V=jz; terminus generalis du&us in 

coefficientem ferici dabit terminum 

» (n-i) (»-2) (n -fr — 3)) (n-(fi-%)) (n-(fx-z)) x » 
' • . .... . . " , 

123 ft— 2 x fi-i 

— V 

qui fiat = — -^; crunt tcrmini fequentes ad ekis dexteram 
+ _V *» V + 

»+1 '(M-OM' »+3 "0*— ')m0 a +O0 a +" 2 ) 
termini vero retrocedentes ae finiftrara 

, V (,.-3)0-2) v 0«-jXm-4Xji-3Xm-*). 

~T '» • *• 7 ~ T • - j 

» — 3 W — 5 *4 

quae duae feries poftto quod \i fit aequalis * , aut ab ea 
quantitate parum diftet , erunt convergentes , atque infervieut 

fimul 



• » • • 



• • * 



1* 

fimul cum ferie praecedente in aequationc [10] ad habendura 
integrale pro vaiore x fatis magno. 
Sit nunc x = u = ©o ; erit 

j+^ l.+_j — 

fx*Jxco(.x=V.\ I+ " 3+ " 5+ " 

/+__ — __+__._ 

1—» 3—» 5—» 
- I 1,1 ru n dtt 

elt autem — — + — , ....__:/ — - — 

it» 3T" 5+* ^ 1 +«" 

1 1 1 . pu~*d» 

— + *—....__:/ — ; — -— 

I — ff 3 — » 5—» V I+tt* 

pofito poft integrationem « = 1 • Quare erit 

f*u n + u — * 

/**_'* co£*= V / <j7# 

J 1+«* 

Scbolion l 

Cum fit V = i . <-_-> . ---L. --_-_>.. ^ilVo,.,))»., 

12 3 ft— 2 4» V NT // 7 

lit vero in fuperiore Problemate 

t = i. feri) . fciL ^^(^ ,))- > 

12 3 ft-I 

fumpto utrinque ji formae 4^ , atque x pofitivo , erit tam 
V, quam T quantitas pofitiva, ac fumpto ipfuper 

*=ft = oo, erit V___T = 

—n (1— ») (2—») (u— ») ... ' "• 

" — . . ... — — u»*** 1 ; ubi u lam potent eflc 

12 3 ji+i " ' r r 

numerus cuiufvis formae 

Cortlla. 
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i 

CoroHarium k 



Si fit » = --^; crit V=T=:/— (C0r0lL3.Pr0bl.IV.); 



«it ^f'J^l^f'1^1^^ . 

J y/ * J ✓ * 

«SWitf/o Probhmatis Euleriani per fuperiora . 

■ , ■ ■ r 

■ 1 

Ut apparent ufus methodi nuper traditae , ijvat revo- 
care ad formulas fuperiores Problema propofitum ab Au&ore 
in Additamento dc Curvis Elaflicis , quod fubiunxit praeftan- 
tiffimo Operi Metbodi 'mvenicndi lineas curvas maximi } mi- 
nimive 'proprietate gaudentes . Ibi num. 51. haec habet . 
„ Non exiguum Analyfis incrementum capere exiftimanda 
„ erit, fi quis methodum inveniret , cuius ope faltem vero 

„ proxime valor horum integralium f ix fin. H— , & 

J 2 a/t* 

„ fdszot. -11- affigqari poflct cafu quo s ponitur Mnitum, 

„ quod problema non indignum videtur, in quo Geometrae 
n vires fuas exerceant a . 



Nunc pofito — =*, habebitur ssszaVix; dsz= — ; 

2aa yr^» 



ac promde fds fin. — = — f 

laa V -> J 



dxfw. 



x 



laa V7.J y / x 9 

J TTa^vi J "~^T* erga 10 Cafu *==<*\ fu P ra 

H mvcne- 
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luvenenmus / — ■■ — =/ sssyTijr; ent to cafu 

s iicminfiniti f dstia.— = 4/«-= /" rfVcof — 

J 244 ^ 244 

Obfervattones in valorem T ^o/Ira fl rr: OC* 

Cum valor log.T exhibeatur a curva , quara Eulerus 
appellat fatis memorabilem , eius confideratio non eft hoc 
loco omittenda. 

Pofito, quod fit n quantitas negativa = — r, fit au- 

tem r < 1 ; /i=i oo, habibitur ex fuperioribui 

(i+r) (2+r) (|+r) 0*+') 
-i — • • • — — - • — — - — /x 

1234 ^+l 

five faclo r = 1 — m ; erit / 

(i-w) (2-m) (3-m) (4-m) (M* W ) MW 

12 3 4 
Modo fi fit w = i ; perfpicuum eft fore T = o 

1»=- ; demouftratum eft fore T=zV — 
2 x 

m=o ; perfpicuum eft fore T= 1 

Ad perlpiciendos valores T pro valoribus intermediis 

m habebitur 

{x 1-1 I 
/(l-w) ss- m m* ml - — »7;* 



■^f»//t = + w/f* Suroptis 
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Sumptis columnis verticalibas , cum fit 
ot/j£=w(i + ~ + — + —+....+— )— m A, exiftente 
A ^=°) 577 2I 5^«« ut fupra; liabebitw 



— wA 



(L) / T = S -^[i+J r + i + J r + -.... 

3 2 1 3 * 4* 
w 4 r i i i 
[«+,— + — + — + 

4 L 2« 3 4 4 4 

atque ita in infinirum. 
Ex hac aequatione apparet /T fore feraper negarivum , ac 
proinde T quantitatem fraclam , quae pro valoribus interrae- 
«Jiis ipfius w habebit valores inrermedios. 

Nunc vero videamus quomodo /T exhibeatur pcr qua- 
draturam curvae Eulerianae . 

Auclor in Opufculo, cui titulus : Dilucidationes in Ca- 
pita poftrema Calculi mei Differcnrialis dc funclionibus incx- 
plicabilibw. r, quod primo editum eft a G. Speronto in fua 
edit. Ticinenfi Calculi DirTerentialis Euleriam fufius evoi- 
vit curvam huius aequationis 

X . X f X M 

9 = ZX7 TTSZ7\ + 77~~L~T + ~7 — + &c. in inf. (M) , 

. 2 (*+ 2 ^ 3(*+3) 4(*+4) 
obi quotiefcumque pro x accipitur numerus integer pofitivus, 
y exprimitur finite per aequationem 

> =I + T + T + T + ••■•"•+ ~ W 

2 3 4 * 
li vero x fit numerus alius quicumque; funclio ipfius x ex> 
prefla per aequationem (N) eft inexplicabilis . 

Quadraturam vero huius curvae inveuit per aequationem 
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(P) Mr« 

+ 7C I +^+p + ^+ )=s + o,S**46>.»* 

~ jC I +il + Jl+^f+ )=-°i 4006*85.«! 

+ 7C x +^ + f;+^+ — )=+*> 270581.** 

^VC f + 2 "7 + p+f;+ -)=-°» **7l*** S 
+ &c in infinitum. 

Erit itaque /T=-»A- fydx furapto poft integratio- 
nem * = — m . 

Liceat mihi hoc loco nonnullas cyphras ia Auftoris 
calculis ad veritatem deducere . 

Quaerit Au&or in aequarione (P) valorem integralis 
pofito #=1; ac per quaedara artificia illud reperit =o t 
5771^0. Eft autem revera — o , 577215... five = A nu- 
mero iam /aepiflime confiderato. 

Nam reuiraatur quadratio huius curvae. Cum ergo fic 

1 + - + - + - + - + &c 

1 1 r z 1 v ' 



#+1 #+2 ar+3 *-f4 #+5 
in qua aequatione annihilantur fimul x , & y ; eric 

/y^=:Conft. + ^ +— * + — *+—« +— * + &c 

-/(^+i)~/(^2)-/(l+3)-/(*+4)~/(^5)--*c, 
ubi cum ita Conftans determinari debcat, ut cafu x = <* 
area evanefcat , integrale ita rite exprimetur 

(Q) W* = " 

*+-+- + - + -+&*... . 
» 3 4 J — ' 
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ac pofito #8i erit 

»</*! + - + - + - + - + • . . +- 
234$ » 

./^/i./^/i./i- /-^- 

i 3 4 5 *— i 

libi » cft nunaerus infimtus ; itaque erit 

/),</*-:, + i+-L + -L + .l +.-.+ -4-7». #* autctn 
2345 » 

i + ~ + — + — + — + .-.. + — =/« + A. Erlt ergo 
* 3 4 . 5 * 
pofito # = 1 valor rategralis fydx = A . 

Idem refultat ex confideratione alterius funclionis inex* 

plicabilis 5=1.2.3.4. x, quam Auftor examinar ia 

cxemplo fecundo §.384. Calcuii Different. Parc II. Cap. XVI. , 
pro qua invenit aequationem 

/S= — Af.O, S772t5^4POI$325 

+ l- xx ( l + L+±+± + ± + ..A 

i V. »* J* 4* .5' / 
--*'(i + -^ + - t + - + 7 1 + **^ 

+ _L*,( I + _L + _L + _L + ± + ..\ 

4 N 24 3» 44 5- / 

&C. 

pofiro enim x = i ; quo fit eriam S = 1 ; erit /S = o , ac 
proinde o, 577215^49015325 aequale integrali aeqaatio- 
uis (P) in eadem fuppofuione x = 1 . 

lnde etiam fequitur, quod fumpto#=-mcrit -/S — /T; 

ac proinde S = , feu - 

T 1 2 3 u 

r i+* 2+ar 3+* uf* 
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Aimau* Ul ad Cap. rtll L Vol, l ' 
Ad calcera huius capitis §, 355. haec habet Auftor 
— - „ Caeterum omni attentione dignum 

„ quod hic oftendimus , formulae integralis / — T"~T ^ 0 *- 

z 1 

„ rem cafu *=oo tara concraue exprimi ux fit — 



m 9 



»fin. — /r 

„ cuius demonftratio cum per tot ambages fit adftrufta rae- 
„ rito fufpicionem excitat cam via multa faciliori confict 
„ poffe, etiamfi modus qondum perfpiciatur . Id ouidem ma-, 
„ nifeftura eft hanc demonftrationtm ex ratione finuuai an- 
„ gulorum multiplorura peti oportere; & quoniara in iatro- 
tfi 

„ duclione fin. — * per produ&um infinitorum fa&orum ex- 
n 

„ preffi, mox videbimus jnde eandem veritatem murto faci- 
„ lius deduci pofle etiamfi ne hanc auidem viam pro ma- 
„ xime namrali haberi velim"» 

Via maxime naturafis naiec. videri poteft , quae efl: 
breviffima. In lotrodu&ione in Aqalyfim Infinit. Lib. I. Cap. 
X. $. i8z. invenit Auftor efle 

n 1 . , \m 2 w s 2tn 2m 

— — y . — + ~< 

_ mn m nn-mm Ann^mm $nn-mm lOnn-mm 
«fin. — 



. im 
+ 



- *~ . . . •» • • 
2$nn.mm . . 
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(«) c+-£-*»-«^^*^.+ -L- % ^_. 

iw— » m-2» 
ubi C ita fumenda eft ut pofito « = o feries annihiietur ex 
conditioue, quam Eulerus pofuit (§. 351.} . 

Eft rurfus 



( 2 )~ L- .4. — «-4- *» — J_ 

w m+m *n+y* 

m qua aequatione nulla conftans additur, cum pro valoribus 

fofitivis w, & » (§.351. & 77») pofuo « = o feries 

ipfo annihiletur • 

Ob (1) = (2) habebirur fumpto *3C 1 

*1 -I • . < . . 

» — 1» 2»— r» 3»-iw 4-1-m 

m n+m m±m $»\- m 
ac proinde C= — 1— 

n fin. — 
» 

Cum vero ex conditione Ettlert (f 351. 8c 77.) fic 
w<«; fi i n aeouatione (1) fumacur *=:©q nabebitur 

* i + . m* 

nfin. — - . 

n 

quod erat demonftrandum . 

Scbolion . 
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Eadem faciKtate definitur cafu * = oc eflfe 

_ = — : eft cmnd 

1 — %■ m 

y i — *■ ~~ ■/ 

[ 1 } m - n m-zn m~Z n 

uhi K ita fumenda eft , ut ihtegrafc evanefcat pofito z = o. 

Eft — »— + + 

ia qua aequatione nulia conftans addenda eft. 
Ob (3) = (4) habebitur wmpto *=s.i 



1 1 1 

K — 



iw-w m-2» w-3* 



> * 



= _l+_l.+ j_+-i_ + ...:. 

w w-b* »14.2» "w+3* 

m " nn—mm qnn-mm pnn—mm 

feu K== 1 ( Jntrod. in Analyi? In€ Lib. I. Cap. X. 

m 

#tang. — x 
n 

§. 181. ). Quare ex aequatione (3) pofito * = ha " 
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= K.= , quod Theorema 

» tang. — jr 
n 

confociatur Theoremati Euleriano. 

Adnotath IV. ad Cap. 1. SeSl. II. Vol. I. 



A, 



D §. 431. propofitam aequationem differentialem 
aydx -\-6xdy + x m y » ( >/</* + J #*// ) = o 
dividendo per xy y ac adhibitis fubftitutionib us #'jifsfj 
x*y*—u transformat in aequarionem 



* dt + u * </«=o; 

cnius aequationis integrale efl 



4- 



yn Im *n~tm 
«bi tantum fupereft ut reftituaotur valores * , & 
notat „ fi fuerit vcl ^-i«so, vel «» — <?m = o, loco 
iHorum- membrorum vel // , vel lu fcribi debere u . 

Notandus vero eft etiam alius cafus, in quo aequatio 
integralis non exhibet valorem, qui fatisfaciat aequatiorii dif- 
ferentiali propofitae^ qui tunc accidic cum habetur «<?-<T? = o, 
quo in cafu variabiles r, & u liaberent infinitum pro expo- 
nente . Sed in eo cafu pofito * = r> eft s=-\c8; ac proinie 
aequatio differentialis propofita ahit in fequentem 

^ (x*"y» + c) (w<i*+8xdy) = o . 
cui aequationi (atisfacit aequatio u m y n ±c=zo ; tum alia 

?ydtt±lKdy=o, cuius integrale eft y*y = Conft. 

Ad §. 433. propofitam aequationem dinerentialem 
ydy + dy("+b* + n*x)=zydx(c + nx) 

l per 
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dy 

per fubflitutionem « = -~ reduclt ad feparationem variabi- 

dx 

lium , pervcniendo ad aequationem difterentialem 
dx du 

(a\.bx\. nitx) (c 4. mt) u(na + cc — bc 4 ( b — ic) u 4. *«) 
cuius integratio per logarirhmos , & angulos abfolvi poteft • 
Subdit vero : „ Cafu autem hic vix praevidendo evenit ut 
„ haec fubftitutio ad votum fuccefierit, neque hoc problema 
„ magnopere iuvabit", 

Non apparet , cur Eulerus fuum problema contempfcrit . 

Nam 

I.° in eius acquatione continetur aequatio 
2AN</M — AM</NcM(Mi/N — N</M) — 2NJN, 
quam adhibet pro conditione integrabilitatis Cap. III. §. 408. 
quam cum ad hoc problema non retuliflet, ait „ quae cum 
„ in nulla iam tractatarum contineatur videndum eft quo- 
„ modo traclabilior reddl queat w . Sane fi fiat ■ 

N =/ ; M = * ; A = — 2^=3— r; » = — ; habebitor 

2 

aequatio ydy 4 dy (bx 4 nxx) =y dx(c + nx)> quae eft ipfa pro- 
blcmatis faclo * = o . 

li: Jpfa aequatio dy(y± A4BV + CVV) — C/vVV = o, 
quam §. 404. invenit integrabilem per multiplicatorem 
1 

y J + ( 2A + BV)^ + A ( A + BV + CVV)y 
continetur in aequatione §. 433. fi fiat A=*; B=J; C = »; 
c=o; V = *. 



Adnotatio V. ad Seclhncm lll Vd. I 



1 



N hac Seclione , cui titulus : Dc rcfolutione acquatto- 
num dijfcrcntialium , in quibus dijfercntialia ad plurcs di- 

mcn- 
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mcnftones affurgunt , adeo tranfcendemer implicantur y 
quatuor problemata ponic Auclor; quibus coocludit Se&io- 
nem tertiam , ac Volumen primum his verbis : „ atque huc- 
„ ufque fere Geometris iii refolutione aequationum differen- 
„ tiaJium prirni gradus etiamnum pertingere licuit w . 

Cum vero Celeber. Petrus Paoli olim ante me in Ti- 
cinenfi nunc in Pifano Archigymnafio Math. Prof. occafione 
cuiufdam elegantis Problematis Optici ( in Opufc. Analyt» 
Z^iburni 1780. Opufc. IV. ) inddiflet In oequationem 

-— — t— :t-t- ; — : = i ; quam videbat per nutlas 

ex methodis Euleriaois integrari pofle; excogitavit fubftitu- 
tionem quamdara, per quam non folurn propofita formula, 
fed infinitae aiiae reduci poffunt ad feparationem variabilium y 
atque adea ad- integrationem % ex qua nos adhuc magis gene- 
rales formulas ettcremus . 

Quantara vero methodus fobftuutiooum , atque fi?para- 
tionis variabilium excoli debeat in refolutione huiufmodi 
aequationum differentialium , in quibus dinerentialia ad plures 
dimenfiones affurgunt, vei inde iutelligi poteft qqod Eule- 
rus , cui adeo opportuoa videtor methodus multiplicdtoris pro 
integrationc aequationum diflferemialium fupra methodum fe- 
parationis variabiiium; de his aequationibus haec habet §. 6y-r. 
„ Altera vera ' methodus , qua fupra ufi fumus , quaerendo 
„ faclorem , qui aequationem differftntialem reddat per fe. in- 
n tegrabilem hic plane locum non habet , cum per differen- 
„ tiationem aequatioois finitae numquam diffcrentiaiia ad plu- 
„ res dimenfiooes exfurgere queant w . Proponatur ergo in 
genere + 

Problema . 

. j. . Xfly— — vdx 

Invemre cafus , in quibus aequatio \^ m % ^ = * r 

exiftente X fun&ione *, & y reduci poteft ad feparationem 
variabilium • 

I 2 Solutio. 
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Solutio. 

Fiat cum CL Paoli ,, *=**, jr=s«/(i — **). fara 
'„ fi P eft fun&io variabiiium », & *, in qoam pcr prac- 
„ cedentes fubftuutiones vertitur X; aequatio propofita ita 

„ crit comparata * — * — - = P. Fiat 
r V(W** + (i — »*)</«*) 

^s = »</» eritque — -=P , fivre 

■'=5"S?(irrF) " F,at ounc ,ta ut 

haoeatur — = ~t^— Tt > ac fiat rurfus — — = VZ , 
du w/(i-Q a ) > ^j-q») > 

obi V eft funftio ipfius », & Z eft funftio ipfius %, ita ut 

habeatur 0=— — • habebitor = — 

^ V(i+V»*')' 2/(i-»«) i» » 

ubi variabiles funt feparatae. 

Cum ergo per lubftitutionem * = «z;y = */(i — **)* 

habeamus *»=**+;>•;**= ""TTT» ac P offint fcpa»ri va- 
.... _ »VZ 

nabiles cum P ^^^yT^TJ * e» 6 poterunt feparari in 
aequatione propofita cum erit 

V(«»+>'*)F,V(**+**)/, 



(,).„. x = w 

vCx + Fs/^+^/s—^—) 

vel per converfionem variabiliura £ac"to /=**;*= */( 1 -* * ) , 
cum erit 
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✓ ( I+ Fs/(.'+rOA^4^)) 



Si m aequatione (i) fumatur /, ^7—7^ = 1 > habe- 

fcitur cafus primus CL Paoli; fi vero in eadem aequatione 
fumatur F, /(«'-Hy *)= 1 , habebitur cafus (ecundus, 

Notandum vero eft pro kis aequationibus in genere, 
quod Cl. Paoli notavit pro fua 

jufy — yd* ,. 

— — — ^—f- ■ — - = 1 , qua conunetur problema 

V(**+y>)lV(d*> + dy*) »' 1 r 

opticum ab eo affumptum curvae aequalis intenfitatis Iuminis 
reflexi. Animadvertit ille ^uod praeter aequationem integra- 
lem (* % +y x )*=z^k*y + (y*— **)V(i — k'), quae reiul- 

d% udu , 
tat ex integratione formulae — — r= — - refh- 

tuendo # , & > ; Tatisfacit problemati etiam aequatio circuli 
**+y* = 4*, feu pro cafii peculiari * x +y l rz 1 , quae non 
videbatur erui poffe ex differentiali propofita , neque contine- 
tur ra integrali completo. Quod cum primum ilie coUegififet 
cx conditionibus geometricis problematis optici; poftea docuit 
obtineri etiam ex differentiali propofita transformata per fub- 
flitutiones , (i nullus ex eius fa&oribus negligatur . Nam cum 
aequatio propofita per fubftitutionem x = «» ; / = « V\i-as ) 
primum transformata fuerit in 

-» , //«=Pv*(« 1 ^'+(i~* , )^ l )-(3) 
deinde per aiiam fubftitutionem pdu = d% in aliam 

— u^pdu^PduV^u' p^ + t^ s: 1 )...^;; fi non negiiga- 

tar faclor du, per qucm tota aequatio poteft dividi ; fed pro 

ttna ex radicibus buius ultimae aequationis fiat du—o; ha- 

bebitur mz=.«\ «»= 4*=** -f-**, quod valct pro cafibus 

omnibus 
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omnibus ia quibus aequatio propofita reduci poteft ad fepara- 
tionem variabilium per fubftitutionem Cl. Paoli. Itaque fi 
R = o fit integrale completum aequationis 
dt. Vdu 

— ST*) 25 ""!!""' refolutio magis completa problematis, 

pro quo habetur aequatio differentialis propofita feparabilis 
per eafdem fubftitutiones , habebitur per aequationera 

(«*+>* — **)R = o 
Neque tamea adhuc pro omnino completa habenda erit. 
Nam cum aequatio (3) per fubftitutionem du=sqdz transfor- 
metur in fequentem 

--Wa:=P^v"(«* + (i — **)**), ..(5); 
hac diviia per dx adhuc obtinetur 

uV(u % '— P») du 

prorfus ut fupra ; quare in idem integrale completum R = o 
devenimus. Sed cum aequationis (5) radix fit </s=o; indc 

habebitur *= £ : ** = £» = — ■ ; unde habetur 

/1— V* N 

y = ± * / ( — — — J , quae eft aequatia pro linea recla quc* 

ties b eft fra&ia. Itacjue magis adhuc completa fiet lolutio 
problematis per aequationem 

(**(**- i)+^>*X**+^*-^)R = o 

f 1 — b % N 

Quod etiam aequatio re&ae ; = ix/( — ^ — J cxhi- 

beat novam folutionem problematis optici curvae, ex cuius 
punclis omnibus lux aeque intenfc. reflc&atur poftto. quod fit 
lucis intenfitas direcle ut finus anguli incidentiae, atque in- 
verfe ut quadratum diftantiae a punclo radiaote; inde patet, 
quod faclo y = © , quando « eft aequaiis diftantiae > k qua 
ut lucis intenfitas = 1 habetur b = 1 , ac proinde fernpec 
y = o; unde fequitur lineani reclam tranfire per puncTfuna 

radians. 
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radians. In hoc autem cafa nulli eft pro omnibus pun&ii 

lucis reflexae intenfitas, quo ipfo babito folvitur problema. 
Sed etiam fi fit b < i cum y , & * fimul annihilentur ad- 
huc re&a tranfibit per punclura radians , ut fatisfiat condi- 
tioni problematis. 

Si fiat converfio variabilium, adhuc habebimus praeter 
. . dx duV . 
integrale aequatioms ^y^l — j^) 5 * 5 dats aequationcs 

x l 4.v>=: W >; — i.— = «», pro circulo & recla. Adeo 

at in genere praeter integrale aequationis transformatae ubi 
variabiles funt s, & u; habeantur etiam novae folutiones 
per aequationes * = *; » = £ . 

Itaque regula habetur etiam pro aliis aequationibus dif- 
ferentialibus , «juae ad integrationem deducuntur per transfor- 
mationem vanabilium . Sit in genere aequatio differentialis 
Pdx -f- Q.</? = o , ubi P, 8c Q funt fun&ioncs x, & 
Sint autem x & u tales fiin&iones ipfarum * , 8c y y ut per 
earura fubftitutionera aequatio Ydx + Q, 4> = o transformecur 
in aequatioaem R</z -f- SJw = o , ubi R , & S iam funt funclio- 
nes ipfarum z , & u ; aequatio vero R*/« + Sdu = o (it 
integrabiiis . Praeter folutionem , quae oritur ex integralt 
huius aequationis rurfus transformato in funftionem * , 8c y ; 
aequatio P</j» + ^ = o fortietur alias binas folutiones 
ex aequationibus %z=a ; nssj ; pereas enim habetur 
dx = o , </« = o , ac proinde R</*-r*S</*=o . Quod 
fi forte aequatio P*/* -f» Qdy = o etiara per fubftitutionem 
novarum variabilium p y 8c q ad integrationem adduci poifet 
ope aequationis transformatae M </^ -f- N <fy = o ; ubi M , & 
N funt fun&iones ipfarum p y 8c q; adhuc duae novae folu- 
tiones problematis haberentur per aequationes pzz,c ; q =/* ; 
cxiftentibus conftanribus c , & /*. 
— y</x 

CuB1 TTTTT j — T fit pcrpendiculum demiifum ab ini- 



7* 

tio abfciflarum ia tarigentera curvae; fit vero V(**+/*) 

H 

radius ve∨ ac fit -~ cofinus anguli radii vefto- 

/(**+/) 

ris , atque axis abfciflarum ; - finus ciufdem anguli : 

v (**-!->*) 

npparebit ex aequationibus (i), & (2) quibus conditionibus 
relacionis inter perpendiculum , radium ve&orem eiufque fun- 
cliones , ac funcliones finus aut cofinu* anguli anomaliae ha- 
heri poflit per fubftitutionem Paoli aequatio curvae*. 
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ADNOTATIONES 

A D 

CALCULUM INTEGRALEM 

E U L E R I. 



Adnotatio altera ad Cap* IV. SeH. 1. Voh I, 

Evo/utio completa formulae integraiis 
(x a ixi3)dx 



r { x a ± x f 
J lx" 




.Evocemus ad methodum fuperius traditam ia 
Adnor. I. ad hoc Caput, formulam Euleri T. XX. Nov. 
Comment. Petrop. pag. 59. Ibi Auclor haec habet: „ Cum 
„ nuper inveniflem integrale huius formulae differentialis 

( * * — x& ) dx r . . 
n v -— r- 7 , fi ita capiatur ut evanefcat pofito x = o, 

* . 

'„ tum vero ftatuatur irssi , aequari huic valori 

„ haec integratio eo magis attentione digna mihi videbatur, 
„ quod eius veritas per nullas methodos ha&enus ufitatas 
„ oftendi poflet . Quamobrem nuHum plane eft dubium , 
„ quin ea plurimum in receflu habeat , & ad multa alia 
„ praeclara invcnta in Anaiyft perducere queat " . 

A Haae- 
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Haclenu* ille : ... • • t: i 

Sed non folum facile verrtas hum mtegrationis Eule- 
rianae per methodum fupcrius traditam oftendi poteft prp 
fimplici cafu x = i ; verum etiam habentur fenes ad exhi- 
bendum valorem integralis pro quocuraque alio valore ipfius *. 
Nam fafto = 2 ; haberur 

m v r**dx fd% 

, ,(/«)• ,(/«)» ,('*) 4 , 

ubi eft A = 0,577215 664901 532860 6~i8na.. 10 ter. 
mino vero /T/* dgnum — adhibeodum eft pro valonbus % 
minoribus unitate ; fignum vero + pro valoribus eiufdcm % 
unitate maioribus ( Vide Adnot. L pag. 11. & 17. ). 
Faao item =>; habetur 

w ....f—-=f TJ = 

(/^)' . (^) 5 , (^) 4 

A + l + Iy + /, +777+ tiT + 5Tm 

^^uarc crit 

r dx^ Jlx ^ ^^y^qz^^ + _ 

J 77 , T 1 . 2 2.3.3 

five fubftitutis valoribus s , & y \ ent 

T 2.3.3 2.3.4-4 

ubi lex feriei (atis eft manifcfta . 

Ex hac aequatione ftarim patet cafu «=i rore 



r (x*-~ x$)dx ^ f a+l 
J l» 13+1 



Si 
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Si in aequatione (a) ponamus cum Eulero a z= »✓-- w l 
& 0 = — *nV— i-; habebimus **— * »V*-* _ ^V-i = 
fii/xV-i-r^^-is^V-i fin. »/*; quovalore 

fubflituto ( ob / = 2 V" — i A. taog* » ^ pcodi 

generatim 

✓ _*fin.*/* 2»(__ ,f3»— *_1_'*) 5 

"f" " ' "T~ . • • • 

2.3.4.4 

cuius feriei terminus generalis e(r 

__ : 2 . 3 _ 2 . 3 .4» 5 J 

2.3.4. ..._>._* 

Si vero fit * = 1 ; erit 

/</* fin. »/* 
y- = A.tang.- 

Si in aequatione (6) fumatur » = 1 ; habebitur 

w .. ./ _!"_? = ? + „ + + i_-_l + 1£/__ 

^ /* 4 i.a 2 '3-3 *«34«5«5 
8(/»)< _8(/x)? irf(/»)_ 

_.34._.6.£ 2._— 7.7 2.3..^.? 

"T* - ■— ■ • - • * 

2. 3.... IO.IO . 

ubi defunt omnes potentiae divifibiTes per 4. 
Si poft incegratioaern. fiat x=^i T crit 
</» fio. /* 



/* ~~ 4 



Senes fuperiores (#), (.), & (r) mfervioot a_ babendunx 
proxime valorem inte^ralis quaodo termioi convejguot ; fi 

vero divergaot; faclo ut iupra **+* = *; *t*+* ~ 

ac 
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ac proinde 

J l» ~~ J 1% J ly 

habebuntur aliae (eries convergentes fubftituendae ex aequa- 
tione (10) Adnotatioois I. ad hoc caput pag. 10; erit nempe 

{<,)... filL^p±. = 

"i A ~~ i — ~ 1 "™™ ~~" • • • • • ~ ~ 

234. OT 
+ l±l* 



+ m+i + 2 (w+i) OH^i) + 3(«+0 (»+») ( w +3) + * 
m (m — i)m (m — z)(m — i)m 

~" /* "~ 7(77)7 ~1(/*) 3 

-'(i + c/* + ^ ^ + ~ + '-"»^) 

-A + i+i + T + T + "-+- 

2 3 4 A* 

[y__ (hY W - &c . 

A+I 2(M+l)(M+2) 3(M+l)(^+2)(/*+3) 

+ (y + *('y) l + l(/j)» 

nbi »1 eft numerus integer pofitivus proximus valori +/*; 
item m numerus integer jofitivus proximus valori ±/y. 

Si in hac aequatione (d) introducantur valores zrr*** 1 
j = «#+i. habebitur valor integralis propofiti per feries 
quae funt funcliones ipfius *, & quae convergunt pro iis 
cafibus; quibus divergit feries (*) . . 

Pecu. 



Digitized by Google 



Peculiarem attentionem meretnr aequatio (d) quando 
famitur - = nV — i; P =z — »/ — i; tunc eoim habe- 
tur z = **+»V-i = *<?»'*V-*=* C of.»/x + x/-i fin. »/x; 
/s = ( i + »/ — i ) /x; habetur item = x 1 ""^" 1 
*f-^V-i = * cof.w/x-xv'-! fm.»/x;/y=(i-»/-i)/x* 
Quare habebitur fumpto »* = /* 

* (tt + (V- +I + *« (£)T + - +3 -3-4-<' B - 1 >(7ly ) 
+ <W t+1 W + 2,3 (^ + "" +i,3+ " ,( *' , \7^ 



-xcof.»/» 



(i+»»)/x^(i+»0W' (i+^c^T 5 + '" 

w(w-l)(w-2) 



2. 3 



»'+. 



2/-I 



+xfin.»/x 



-+»-*4«(— 0— ^TFJrffaj 

(l +» »)/x + (l +» (/x) +»*)*(/*> +< " 



(m-i) 



» *+.m 



^ + 2.3.4-^-1) 

habebitur quoque 



2/-1 



1 1 1 J_ 
~ ~~ 2 3 ~~ 4 « 

^ •*» j «»p . • "|p — -^" — — "^— .... "*■" 

2 3 4 * 



item +/£/* — /±/^ = /ii^-— i = 2V^--£ Atang.». 
Deinde erit 



(/«) 



(/*)» 



+ .H&C 



m + i T a(i»+i)(i»+2) T 3("+0(m+2)( W + 3 r — 
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i T ( _____ ..&«.= 

* ^^.V_(^jl(^0"_ 

- 7_ — -(/-)* ?(/*J* 



, m (m-o« _________ + .....&C 

+ /7 + '-(7>) T jW' 

j ot n (m-l)mX^ + (_l)(__L m (Sr_l+..&c.) 

1/ - I C(r+»')/* + i(i+»')'(/') , 3C-+-o»c*»>» 



/dx f-tt. »/* 



-xcof.///* 



W /x 

r 2 p 3 /; ___l. 



_ «("-0 C?__>,., + . 



+ 2.3.4 -('"** - (/x> - 

- _ . 1 - 3 * 



(i+^ + ^)'(/-y +, <»+.;« fa )* 

2 

. + 2. 3. 4» *•("•*■-•)— 7. 



■J* • • • ► 



(2+» ) *(/*)■' 

,nlx _J_i_2l__ 4. j[i__7__l_L /x ___-- + .. 
+ ^ + a(i»+0(»H-2) T 3(«+0(»4-aK"-4-,) 



Cum iraque alterutra ex fenebus (b) & £J coo- 
vergat ; habebimus por feries valorem formula, integraBs 
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Haa«» S evoluu el» fand. / ^-l£2± , ex qua 



dcrivatum eft «tiara iategralo — . Ut vero 

poflit etiam aliud integrale analogum f c0 ^? lx . evo lva- 

mus etiam fbrmulam f* . q U0 j ut g at a dditis 
fimul aequationibus (A) , & (B) habebitur 

( f) ftel+i£2± = , A+fc» r/«w+fc* 

+ C^L±-OlL* . w+ft;» 
i . i T 1.3.3 

feu r»; r = 

/# 

iA+/(«+i) + /(^i)+W 1 + («+i)(Hi)(/«)' 

2.2 ' 2.3.3 

• • • • • 

ubi A sas o, 577215 444901 

numerus fupra inventus in prima parte Adnor. pag. 11. 

' Si feries non convergat adeo, ut facile habeatur 
valor inregralis; tunc fafto ut fupra x a + J =z; xP+^ssy," 

. ***f(2Z*gl*l ^f-l+fjL hlbebBn . 

tur aliae feries convergentes fubftituendae ex aequat. (10) 
Adnorar. I, a d hoc Caput pag. 10; erit nempe 

(h) . r Cf^t£fi£f « 

/* 
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r 1 I , I , I 

|(«+l)/Ar + (a+i) l (/Ar) ,+ V+0 3 (/Ar)' i " 2,3 («+i) 4 (^) 4 

l t + + »• 3-4. *;( a+I ^( /x ^ 

+ A -i— — ....—-^ + /±(«+i)/* 

(f±?V£ , VfiH/*)' (*+i)*(/*) 3 + 

+ m+i + 2(w+i)(iif+2) + 3(m+i)(w+»)(»»+3) ' ' 
m (m—\)m (m — 2) (m — i)m 

(«+!)/*"" 2(a+i)»(S5* ^+lH'*) 3 



r I 1 1 _» 

i (7+o^ + (WiH^ + ^^) 3 ('*) J+2 ' 3 (<3+')'('*)« 

+ *"+* 1 I 

+ a — i — — — — — + /±(^+1)/^ 

(fl+i)/* (g+O '(/*)' (<8+i)J_(/Af)» . 

+ M + I + 2(^l)(/x+2) + 3(M+7J"(M+2)(M+3) 
f* — (m— 2) (M— l )_* 

*~ H-i)/* + 2^^/^~T^+0 3 (^) 3 

Si in aequatione (g) ponamus « =»\A— 1 ; ; 
habebimus *« + #£:= #»^-1 4- #-»V-i e= e n 1*Y<- 1 + 
r -nixV-i = 2 co£ ii/at ; unde emerget aequatio 
y f \ f &x cof. nl$c 

(*>..;;/ — 75 = 

A+ 2-/(,+„'>+-J-(M' + y (i+»')(fc)' + 777W 

+ irj^ (fa ), + ..... . 
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in oua aequatione fi pooatur * =s o ; erit * 

/dx cof. »/* i 
/* = A + T /(! + »«) 

Si feries fuperior (£) non inferviat ad habendum 
proxirae valorem integralis ob defea.um convergentiae ; 
tunc fubftitutis in fcrie (h ) valoribus x l -h n Y-i -~ 
xe n*Y-i = XCQ ( t „i x + i fin.»/* ; itera 

x *-nV-i == X e-»l*Y-x = XCQL „/*-*✓- 1 fio.„/*, 
ac fumpto iw =: M ; eru 



xcoCnlx 



/* — 



•••• 



(i+»0/* T (i+»0H'*) ,Xi ft+^<(/l^ 

m(iw-i) mfw-iYw-iYw-?) 
x « J T"— " — 



• • • • •* 



3 - 4 



+ *flO.»/# 



+ 2.3.4....(iw-i) _ 

( I + «')'"(/#)"» 

(i+»0/Ar + (i+»V(/*)' + 2 (i+» 1 ) 3 (/S) i + 



+ 2.^.4.^ (w-i) 



w(»l-l)(»j-2 . 
OT „ — <L ^3 + .. 

2 . 3 



(l +»')*(/#)»• 



2 3 4 



»» 2 

0— 3»'K'*) S 



+ • • • • * 



w+l ^(w+Ofw+^^^gfw^-iyw+zXm+j) 

™ (™-l)r»( 1 -n*) (r»-2)(m-i)m(i-in* ) 

~(l+»')/* 2(1 +»»)■"('/*) : " |7f )T(7i.)l •••• 
Harum itaque aequarionum (*), & (/; alterotra exhi- 
bebit ienes convergenres pro valore integralis 

j>djc cof. »/* 



lx 



B 



Atque 
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Atque his omolbas abfoluta eft evolutio fbrmulae in- 
tegralis J — — J— 

Evolutio complcta formulae integralis 

Xn Tom. IV. Nov. A£r. Acad. Scicnt. Petrop. ad annum 
1780'. invenitur pag. 3. Commentarius Euleri , cui ti- 

tulus : Evolutio formulae integralis fd x ( + ]~) 

a termino x = o , ufque ad x = 1 extenfae ; qui fic incipit : 
ifla formula integralis eo magis eft notatu digna , quod ejus 
valorem oflendi convenire cum eo , quem praebct ifla cxpreflio : 

1 + — + — + — + + l*>fi numerus n fu~ 

234 n 

matUT infinite magnus , & quem per approximationem olim 

( in Calculo Differ. Part. pofter. Cap. VI. ) inveni effc 

o, 5772 1 5^5490 1 5325 , cujus valorcm nullo adbuc modo ad 

menfuras tranfccndentes jam cognitas rcdigere potui ; unde 

haud inutile erit refolutionem hujus formulae propofttac pluri- 

bus modis tentare . Id autem praeftat modis quinque , quibus 

varias approximationes obtinet; per quartum vero habet 

-7(' + ^ + ^ + ^ +& 0 _ 

+ 



Digitized by Google 



II 

_I( I + -I_ + J_ + — + — +&c. ) 

+ &c 

f»i«r expreflionis oftendit valorem ejfe numerum illum me- 
morabilem o, 577215^549015325 ( V. Diflert. De numero 
memorabiii io fummatione progreflionis harmonicae naturalis 
occurrente. Acla Acad. pro anno 1781. Pars poftcrior pag. 
4P. feqq. ). 

Evolutio completa formulae propofitae habebitur,fi pro 
quocumque valore x habeamus feries convergentes , quibus 
exhibeatur valor integralis. Cum vero fit 

/dx 1 /■» dx 
= / • & / — — jam habeamus ex 

Adnot. I. ad hoc Caput IV. ; in promptu erunt duae feries 
cxhibeotes valorecn integralis 

J V I * /X / 



.1—1 Jf 2.2 2.3.3^2.3.4.4 

(£).... A — 1 - — - — - — -.„,- — 4- — — 

234 n \—x 

. '« f , r^) 1 • 

* + 1 *r»+ i;r*+*; 3 (»4-1 ;(»+»; («+3; 

» (n—i)n ( n — 2 ) ( » — l ) p 

/* 2(/*;» " 3f/*) J 

ubi A eft numerus Aipra pofitus . 

Si /# fit quantitas proxima unitati pofitivae, vel ae- 
gativae ; adhibenda erit ieries (a) utpote convergens . Si 

▼ero 



4 

■ 



. . . . 



. ..... 
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vero lx fuperet admodum uniratem pofitivam , vel nega- 
tivam ; tunc fumpro n numero pofitivo proxime aequali 
ipfi 4 lx , adhibebitur ferics (b) . Signa vero in for- 

± Ix ± Ix 

mula / ^ ea aflumentur , per quae Y^x ^ Uan " 

titas pofiriva , ut fupra demonftravimus . 

Fiat nunc x = i — w fumpta pro a> quantitate in- 

finite parva ; erit lx = — ca— — — &c. five 

* 3 

/#=—<»; ac proinde / — = / — = o ; Quare 

cafu quo fumitur # = i , habebitur ex aequatione (*) 

+ = A = o, 577215 . . . • . uti 

Eulerus invenit . 

Notanda vero eft curva , per cuius quadraturam Eu- 
lerus exhibuit evolutionem primam geometricam , quae eft 
ex earum genere , quae ex punclo aliquo incipiunt fubito 
yeluti ex abrupto . Cuius proprietatis obfervandae gratia 
ipfam evolutionem primam pofuit , quamvis ex ea difficile 
poffet haurire valorem formulae . Quam ita concludit : 
fojficit formam huius curvae prorfus fingularis quippc quac 
in pun&o C fubito incipit expendife . Apparet autem ftatim 
haec proprietas conftderando lineam curvam , cuius abfciffae 

x refpondeat applicata y = — - — + ~r— . Nam primo 

quidem evidens efi hanc eurvam ncutiquam in regionem 
abfcijfarum negetivarum porrigi , fed a termino X = o 
incipere . Pofito autem X = o manifefto fit y = l ob I x 
= 00 . Cum vero cuicumque x pofitivae non refpondeat 
nifi una ordinata y ; manifeftum eft curvam non habere 
nifi unicum ramum incipientem ex eo punclo ubi habetur 
* = o , & ordinata finita 

'dppen- 
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Appendix ad Adnotattoncm I* 



i 



N do&rina logarithmorum confultum eft per feries, ut 
dato nuraero inveniri poffit ejus logarithmus , ac viciflim 
dato logarithmo inveniri poffit numerus , cujus logarithmus 

d Z 

cft . Nos integrale hujufmodi f — — , quod appellavimus 
hyperJogarithmum z , atque hoc modo indicavimus /'* , ut 
eflet / - — = tz ita affignavimus per feries , ut qui- 

/ Z 

cumque eflet valor ipfius lz haberi poiTet valor l'z • Ad 
abfolutionem doclrinae requiri videtur , ut habeantur ae- 
quationes , quibus viceverfa dato l' % inveniri poffit /* 
praefertim cum aequationibus jam inventis per feries ap- 
plicari non poffit methodus regrefTus ferierum . Ut ergo 

d% 

etiam hanc alteram parteni conficiamus fit -j^- = d u ; 

r» d Z \ 

adeo ut fit f — = sH + ii j erit dz = dulz ; 

ac faclo du cooftaote ; erit zddz = dudz . Sit nunc 
3 = K + A» + B*' + C«5 + D«4+E»< + F«' i +G«.+.... 
dz = du{A +2 B«+3 C« l +4D«3+ 5 E««+<5F^+7G« < +J 
</</* = du> ( 2B+2.3C«+3.4D« , +4 5E«3+5^F«»+tf.7G»<+..) 

r i .2KB+2. 3 K CM+3.4KD» 1 +4.5KE«^ + ^.6KFu* +„. 
+ 1.2AB +2.3AC +3.4AD +45AE 

+ 1.1BB +2.3BC +3.4BD +w 
+1.2CB +2.3CC +... 

+ 1.2DB +... 

<fe 

•j- = A + iBu + 3C»» +4D11J +5EK 4 +.- 

unde 



du 
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unde oriuntur aequationes 

b== 77Ik 

2(i-A)B 
2.3K 

4(1— 3A)D — (i.2+2«3 )BC 

E " 4.5K 
_ 5 f i— 4A)E — ft.2-r-3.4jBD — 2.3CC 

5 . 6 K 

_ ^(1— 5 A )F— (i.2-f 4 .j ;BE — (2.3+ l4)CP 

d , 7 K 

&c 

unde faris apparer lex etiam pro aliis aequationibus fuc- 
ceflivis in infinitum , quibus coefficientes determinantur . 
Cum pro integrali complero aequationis fecundi gradus 

xddx s= dudx 
fint duae conftantes indeterminatae A , & K ; ut eas 
dcterminemus ratione commoda, in primis obfervandum 
eft quod fi fiat u == a ; crit x =: K \ l x = / K ; V x = H. 
Cum K non po(fit fumi = 0, ne coefficientes B , C , D 
&c. fiant infiniti) & cum praeftct fumere K majortm uni- 
rate ut feries exprimens valorem * convergat ratione coeffi- 
cientium B , C , &c commodum erit fumere K = e bafi 
logarithmorum hyperbolicorum , quo pofito eft / K == 1 , ac 
propterea 

, ^=/'*=, + /+ r V+ r -i-+ 1 



lx 2.2 2.3.3 2 »3«4»4 

+ 1 + &c. =s H 

2.3.4.5-5 

ubi n == 0,57721«? &c ac propterea H = 1^805117 

3**355 93*755 6 7 8 iop 

Uc 
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Ut oonc determinetur etiam A; fumatur «s=o quan- 
titati infioitefimae , ut fic % = <? + Aca; = lc 
( - Aa) x Aca 
V 1 + — y = i + — , quo pofito habetur 

/* = a + i + — + — ~ + + .... 

2.2 2.3.3 2. 3-4-4 

A G)/ 1 1 1 x 

+ T + 77, j + -3-4 + — ) 

= H + Aco = 
Quare cum fit etiam l'z = H + u feu H + a> erit A = 1, 
Quare tandem 

% = * + « + — »» 1 ; »4 4. U i 

, 1 , 18 

2. 3.4. 5. (5,?* 2. 3 . 4. 5 . 6. 7 " w ' 

Si » fumarur major unitate , multo magis vero fi fit 7 
e ; parura converget feries, quam nuper exhibuimus . Quare 
tunc alio modo determinanda erit conftans H . Quod ut 
fiar modo fatis geoerali , ut tuti efle poflimus de conver- 
gentia feriei exhibentis valorem z pro quocumque valore 
u; fumatur K = e m 9 ut fic /K = w; ac propterea fumpto 
u = o ; z = K 

lz=za + Im + m + — + -f. — + ..., =H 

, , . 2 ' 2 2 -3-3 *. 3-4-4 

vel fumpta aequatione (10) 

^=^K^ + 2^+2.3^ + ...2. 3 .4...(«~l)~) 

+ * — i — — ± — -L.;..-__L + /,„ 
2 3 4 » 

»+t + a(«+o(»t+2j + i?^i;r»+i}wiJ + ^ 
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_Ji n(n—l) n {n-l){n- i) H 

m zm* 3 m3 

ubi n eft numerus integer proximus valori ipfius m. 

Hoc modo determinato H per K ut determinetur A 
fumpto « = <» quantitate infinitefima, ut (it * = *"• + Aoa; 
. . ,/ , A»\ Aa> 

; z = w + i + — ; — •» + —; cnt 

a -f- / w + + -f- • + &c. 

,» 2.2 2.3.3 

+— ^C 1 + w + t + n + * c - 

me ^ 2 2 . 3 

A o> 

= H + . 

iw 

Sed eft /'« = H+ca; ergo A = m; ex quo orietur nova 

m { I — m ) m 

feries « = e m + m« + — — u* + — — ~ « 3 + &c. 

1 »2 e 2.3* 

Ut hoius feriei adhibendae methodus , atque utilitas 
appareat ; notemus aliquos valores praecipuos formulae inte- 

/dz 
, quae amiihilatur pofito z = o 

Si fit z = e -°° = o ent J — = o 

= r-» =0,36*788 = — 0,210383 



1 



= c« =1,4446*7 = — 0,01812 

= c =2,71828 = +1,80511 

Ex quo apparet pro aliquo valore z medio inter e ' , 

— =/'* = o . Hic autem ita inve- 

niri poteft ope fuperioris aequarionis . Quoniam fumpto 

* = 
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z = K = *, fit l'z = + i, 8p = H, ut fit H +« = o; 
furai debet « = — i>8e-, qui valor curn praefcindendo a 
. figno negativo fit maior unitate , finit parum convergere 

feriem »=*-{-» -f- i « 1 -f- &c Sumatur crgo * = K 
i 

= *' ; quo pofito habetur /'«=-0,01812= H; ac proinde 

aequatio H +• u = o dat u = 0,01812 ; cumque fit 

I L o, 01812 (0,01812)* 
w = — ; habetur z = + -f ; — + 

• C •» 

t? 2.*C f 

(0, Ql8l2 )> — l) 

■ + «c. , feu % = 1 , 45137. 

2 . $ r 1 e 7 

Evolutio completa formulae integralis 

yV - ' dx(ixF 

In novis Commentariis Academiae Scientiarum Petro- 
politanae Tom. XVI. ann. 1771. Eulerus Commenta- 
rium inferuit , cui titulus : Evolutio formulae integralis 

f— -2L 
fx dx (1 x) * integratione a valore X = o ad valorem 

x = 1 cxtcnfa . Hic vero requiretur valor hujus formulae 

integralis pro quocumque valore ipGus x, qui non reddac, 

ipfam formulam imaginariam . 

Atque in primis cum a plerifque excludaotur Ioga* 

rithmi quantitatum negativarum ; excludemus & nos omnes 

valores negativos ipfius *. 

Sccundo-: cum fit fraaio redufta ad minimos ter- 

n 

minos; fi fit » numerus par; pro valoribus pofitivis ipfius 

C * uni. 
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« unitate minoribus, atque adeo etiam ad ipfum limitem 

m 

# = o, erit Ix quantitas negativa; ideoque(/x) " erit quan- 
titas imaginaria . Si ergo fit n numerus par j excludemus 
omnes valores ipfius x unitate minores . Si n fit numerus 
impar; nullos valores pofitivos ipfius x excludemus. 

y" /— i J2_ 
x dx(lx)» refera- 

tur etiam formulayl/ ' **(j~')"~f % * f ' </*(—/*)" ; 

quam praefenim confiderat Eulerus in problemate fexto 
generali citati Commentarii ; fi n fit numerus par; pro va- 
Joribus ipfius * unitate majoribus ufque in infinitum erit 

(""/*)" quantitas imaginaria . Si ergo fit n cumerus par ; 

valores « unitate majores . Si n frt impar ; nullos exclude- 
mus. 

His animadverfis evolutio formularum ( quas jam ut 
duas femper confiderabimus 9 licet fecunda referatur ad pri- 
mam propofitam ) erit completa fi exhibeamus integrale per 
feries convergentes pro quocumque valore x non exclufo . 

Quod attioet ad conflantem in^rcflam pcr integratio- 
nem; ea quoties licebit accipietur talrs, ut integrale evane- 
fcat pofito «r=Ot Haec ergo conditio femper adhibenda 

* dx(l—y . Pro prima 

formula veto f* *~ x dm^lx^j* adhuc ea conditio adhibebi- 

tur fi fuerit n numerus impar . Si vero n fuerit par ; cum 
co cafu non poflit fumi x = o , quio Ix = — oo reddat 

( •»» 
/*V, atque adeo ipfam formu^ 

lam 
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Jam integralem; praeftabit adhibere conditionem conftantis . 

ut integrale evanefcat pofito * = i , out valor eft minimus 

poffibilis , uti * =3 o erat initium valorum poffibilium in 

cafu praecedenti . 

^ Jam ergo evolvamus primam formulam propofitam ubi 

n fit numerus impar . 

y m . 1 . 1 dy 

Fiat Ix = ~; — = v; ent * = ef; dx = <?/ -~r 
* n t 

f» f ~ % dx (lx)» ss fc> y> dy . Eft vero 

r<>,u, = />•<, ( « +, + £ + + a -^- 4 +-) 

ac proinde 

(l).,..f*>yUy = G+~y'+i+^y'^+~?— 
Rurfus 

(2) „feJy'dy=sy'cJ —f f y>- 1 e>dy 

(3) ssjf'^— ,y*- l e'+ff(+—i)y*-*eJdy 

(4) =>^ r — v^'- I ^4-K(r-iy-^J'-/K'-lX^ 2 >'"" 3ffjr ^ 

(5) ca/'t7 — ^"-^^,(,-1)^-2^— r (,^i)(^ 2 )y^^ 

+ ±v(^-i)(>-2).... (v— /u)y , " M " 1 ** 

?ff('-l)(t-l)....(r-f-i)y'-P-* 

Quaeratur nunc pro aequatione (1) conftans C talis 
ut integrale evanefcat pofito y = — 00 , feu x s= o . Evol- 

vatur per fubftitutionem e > — 1 + y + f- ... . fccundus 

2 

termnros fummatorius in aequatione (2); habebitur 

(*)f"y r dyzzy'eJ+D— y> — — y+i .... 

' > + *' »+2 * 

ubi 
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ubi D fit conftans adjicienda ut integrale evanefcat fumpto 
y = — oo • Evolvatur in hac ferie (6) terminus y v ey , & 
fa&a reduclione cum terminis fequ«ntibus poft conftantem 
D conferatur feiies inde enata cum ferie aequationis (i) ; 
invenietur D = C . 

Eodem modo evoluto fecundo termino fummatorio 
aequationis (3) habebitur 

(7) ....f eyy'dy=y'eJ — ^y 1 ^ + E-f-y^'- 1 + (+i)y 9 + .» 
ubi E fit conftans ejufdem legis. In hac aequatione (7) fi 
cvolvatur terminus — yy v - l ey ^ 8c facla redu£rione in fe- 
cundo membro aequatioois cum terminis pofitis poft con- 
ftaotem E cooferatur feries enata cum ferie aequationis (6) ; 
inveoietur E =: D = C . Hac methodo perpetuo progre- 
diendo fi evolvatur' fecundus terminus fummatorius aequatio- 
nis (5) ira ut fit 

(8) m,h ftyy*dy=. y'ey-,y -*ey+ »(»-1 )>»-*r^ — 

T^M)(»-i).,„Ki)[^ :i r 1 

I , I y » /- 

+— 77 --7— ' 
+ '-"-'-+.....] 

K vero fit conftans adjicienda ut integrale evanefcat fumpto 
y s= — 00 , quicumque fit numerus ^ ; invenietur femper 
K = C . Jam ergo inquiratur in hac ferie generali valor 
ipfius K . 

Sumpto y =r — 00 terminus y f ey fit infinite parvus . 
Nam logarithfnus termini — y f ey eftvlog. — y+y\og.c ~ 
» / 00 — ©o = — 00 5 cum / 00 negfigi poffit prae ipfo 
00. Ergo termious m~y'c> eft infinitefimus , ac proinde 
• ctiam fc*. 

Jam 
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Jam vcro tcrmini fequcntes in fcrie ante conftantem K 

poft ipfum termmum y v convergunt donec c , qui 

eft faclor generalis termini fequentis fit frattio; quare fi 
non fumatur /* > y\ tota fenes pofita ante conftantem K 
evancfcit . 

Cum in figno duplici + pofito poft conftantem K fu- 
menda fit pars fuperior — fi /* fit impar ; contra vero 
ioferior + " fit par ; facilc apparet formulam 

K *,(,_i)( f -2) (,-/,- 1) [ ......] 

ita exprimi pofle 

k — ,(i — »)(2—k)... — 0 [ ;.....] 

fublata aequivocatione figni ; quae formula pro cafu jr = 
— oo debet annihilari . 
Eo itaque cafu erit 

($>) *MKc=,(i-r)(a-0-(/«+'-0f — • 

— i r 

I I v »— A»**- 1 

v — M , — + I 2 

I «»— A«+P— * n 

H • +...;.! 

< 

in qua ferie terminus generalis eft 

y (i-. y )(» — ») („ + !—,) . ^'-M - hp-i 

2.3.4 P * — /x+p — I 

Sit /4+1 =5 p= — ^ ; terminus generalis abibit in 
fcqncntcm . -^p-' . -^- r ..... ^-'(— . p )'== 



Digitized by Google 



22 



I — 9 2 — t 3 — v . P — r „ . 
— • • p y , qui fiat =s — T 

(Vide pag. 58. partis primae Adnot. ). Series vero fequeos 
erit 

- (hm p +T T + ^(pTTxThO T+ r+i'(p+i)(p+2Xp+F) T ^^ 

Antecedens vero retrocedendo ab ipfo termino T erit 

V,— i> Ar r-2 y* ,-3 > 3 

Quare cum fit ratione infiniti — -jr— = — 1 ; 

P + 1 



p 

(p+06>+2) ^^ 11 (P+OG>+2)(p+3) =- 1 > &C< 

erit tandem 



K = — T 



1 """" "X7 "t" "ZTT — TT + • • • • 
rH y+2 y + 3 

* • _! L_ . 

-p _ T • • • • 

U y— I '—2 y — 3 j 

feu K =- ,T (-L + + -....) 

V t l-n 4-»» p-i» ' 
~~ » nn-mm tym -mm pun-mm *"</ 



»7 



= — T 



fin 



( Euierus Introduft. in Analys." inf. Lib. L Cap. X ) 

Inven. 
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Inventa hoc modo quantitate conftanti K = C; jam 

habcbimus fubftitutis valoribus y ==//*; =3 i n 

aequatione (t) 



(10) -/• / "' A(/X)^ =- — . 



f.a 



(/•) 



:+■ 



+ 

I 



m 

n 
I 



(//*)» 



, a. 3 4n-f-m v 7 



ubi eft T 



n — m 



2n — m 
2 n 



3 n — m _ P » — m 2 

~™ """" ••• • — P 

3» P n 

fa&o p r= 00 • Patet autem haberi per approximationem 
valorem ipfius T eo accuratius , quo major fumitur inter 
finitos numerus p. 

Ponatur nunc * =s 1 ; erit//*== 0 ; ac nifi fuerit 



m 



+ 1 quantitas negativa ; erit pro ipfo cafu x =z 1 



P ' ^ (/*)"•=- 



fin 



pofito nempe quod fit n numerus impar; arque ipfum lrite- 
grale annihiletur pro cafu x srs o . 

Series (10) convergit quotiefcumque //* eft quantitas 
Irafta ; fi vero //* jam contineat unitates ; feries eo minus 
m opportuna a d habendum valorem iotegralis, quo plures 
umtates pofitivae, veJ negativae continentur in valore //*. 
Tunc crgo adhibenda erit feries (8) praeparata ut fequitur . 

Suma- 
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Sumatur /* + i = 9 numerus integer pofitivus proxi- 
roior valori ± y . Terminus generalis fenei pofitae poft 
conftantem K, qui eft ut docuimus 

,(. ->)(!—) (p-.)_ 

2.3.4.... c 

fiet il^(^Z^ } —±l^lrZl>y f . Hic terminas ' 

J.2«3****" p 

fiat =Rj erit feries fequens ad dexteram 
R -r— • -t— + R ~ — 



,+ I * p+I '+1 * (p+0(p+*) 

+ 7+T * (p+i)(p+»Xp+j) • 

Series vero antecedens retrocedendo ad finiftram erit 

. JL R+ -I- . p -_-_ 1 R + . 'I^^R+te 

vl ^ v-2 y» r v-3 

quae ambae feries cum fit 4^ quamproxime =— conver- 

gunt ; fecunda vero conftat terminis numero finitis • Sumpto 

cr S° 

n 2» 3» p » ^ / 

ob f /~ * dx = -^r— f' y y' *y\ erit ex aequar. (8) 



m 

(n) ; ; ; ;/*/-« d x (l*y = 

L. m / m \f m N / w \ ______ 

+ .... + — ( l)( 2)....f P jr7r\r+r 



1 1 

3 



m 

7T 

» 



2 -f. 1 r m 

/• fm. — - 
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^-h i m m p( P — i ) m p(p- i )(p-2) 

/ u " »-w 2»-w m-m (fJ*Y~~ 3*-fw* (/^*) 3 j, 

Cum ergo alterutra ex duabus aequationibus (io), & 
(n) exhibeat fcries convergentes : habebimus pro quo. 
cumque valore * non exclufo valorem formulae integra* 

w '<fx (/*)", in qua » eft oumerus impar ; fumpta 

conftante ita ut inte<>rale annihiletur pofito x = o . 

Sumatur nunc in eadem formula prima pro n oumerus 
par ; quo cafu excluduntur omnes valores ipfius x unitate 
minores , ac proinde etiam x — o. Praeftabit ergo in hoc 
cafu fumere conftantem ea lege ut integrale «yanelcat pofito 
* = i ob rationem fupra ailatam . 

Si vero fiat x = i ; erit y = /7* =5 o ; quare fi » + 1 ; 
tn 

fcu + i fit quantitas pofitiva ; invenietur in aequatio- 

n 

ne (i) conftans C = o ; itaque fubftitutis valoribus y = 

* 

f-. + > 
m 

habebitur pro cafu quo n fit numerus par ; — j- + i fit 

quantitas pofitiva , atque integrale debeat annihilari quando 
x = i 

(12) .... fu f ~ l dx(lxf* = 

nl* (~ | -V-//* 4- ~ • ~ (fl*y + — • -^" (/W 3 -r~0 

Si feties (12) non fatis convcrgat ad exhibendum 

D valo. 
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valorem integralis ; fubflituetur aequatio (u) omiflb tantutn 

m 



termino — — . S 

i 

7T 



- • Eft enim aequatio (n) 

f" fin.- 



ejufdem valons cum (10). Sed (10) dempto termino coo- 
flanti eft ipfa (12); er°o (n) dempto codem termino erit 
ejufdem vaJons cum (i 2 ). p ro cafu itaque quod feries (11) 
non fatis convergat ; adhibebitur 



(13)" f * / ""' dx{lxf> = (11) + 



m 
n 



f:*' fio. — , 



Quibus omnibus abfoluta ert evolutio primae formulae. 
Tranfeamus nunc , ad alteram formulam 

('v/ =//-*(-/.)* 

atque in primis fi n fit numerus impar; erit 

* <**(— >*> =— y * </*(/*)~ 

quare valor hujus formulae iotegralis idem erit rr.utaro 
tantum flgno cum valore primae formulae , in qua item iit 
n numerus impar. 

Sit nunc in fecunda formula n numerus par ; ac pro- 
inde excludantur vaiores omnes ipfius x praetcr pofitivos, 
qui continentur intra limites o , & 1 . 

fiat — lx = . = y ; ent lx = -y ; * be # / 

fxf-*dx(-lxf» =— -4- /*"""*' rf*. Efl vero 

' . .- . j * 

fc~ Z z dz =fz'jz(t~t +^ ~f^ + .. .. ) 

3 ac 



Digitized by Google 



2 7 

ac proinde . » . 

e ,^ = M + — * s +^- — 

j_ : _ 

»+4 . ' 2.3 
Rurfus 4 . V 

(i<$)..Je zdz^s-ze +./»-» * <*» 

(l<$) = - tJS » - « +/,(, - i)»»-»«r\fa 

(17) =-z v r s -,2'-»r«-,( f -.i)!5'-tr» 

+/ > (r — I )(, — 2) % — d * 
&c 

(48)^=5-^»ff rr *--,*»-^*r-'"»---»(r--i)«'"-»r""'--^ 

— r(r — 2) f»-/*)» 1 '"^" 1 ^' 

+ /» (r — • I) (r— 2) .... (r — yu — l) Z ' -/* ~* * ~* 4s 

Quaerenda nunc eft pro aequatione (14) conftans M 
talis , ut integrale evanefcat pofiro z = 00; five x = o , 
Si eVoIvantur pcr fubftitutionem ; 



z 1 



<? * rr 1 — x + ~ &c. 

termfni fumatorii, <}ui funt in fecundo membro aequatio- 
num (15), (i<5), (17), (18) ; habebitur ex (15) 

(ip).«/<? zdzzs^ze + N+s — r-x 4. — — 

»/ y 4. X ,-|-2 2 

ex (i<5) habebitur 

(io).»Je zdz=z-ze -»* t? +P + »« -(r-l)a: 

,(,_,) + 1 _ . 

+ "7+r • -r- 

ex (17) habebitur 

(21) 



■ 
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/*_- » . » — * » — I — S f N » — * — « i f< 

{tl)^Je *d*ZZ-*c -f% e -v(v-i)* * + Q. 

» 

+ < r ,i)r 1 .,(,- 2 )i"" , +(.-iX'^7 



• • » » 



« e - • » • 



tandem cx (i8) habcbitur 
(u)*Jc zdz = -Zf -»* * -v(»-i; 

— >(»-l)(»-2). ...(»-**) « - *+S 
+ V(r-O(v-X)....0-M-I)[ 7 ^^ 1 



Z »-M+- I 



L. J8 v-^+ — ~ 

»-M f — M + I 2 
i i- . T J 

» — a* + P— * 

Ubi fi conftantes N, P, Q^, S ingreffae per integra- 
tionem fumamur ea lege , ut integrale evanefcat pofito 
# = o, qua lege fumpta eft etiam conftans M in aequatione 
(14); invenietur per methodum adhibitam oro conftantibus 
C, D, E, & K in aequationibus (0, W, (7) > * ( 8 ) 
cffe M = N = P = Q_== S . 

Jam ergo inquiramus conftatttem S. Cum fumpto % — 



00 terminus — in aequatione (22) fit infinite parvus ; 
reliqui vero pofiti ante conftantem S convergant donec— , 

qui eft faclor gencralis tcrmini fequentis fit fra&io ; fi non 
lumatur m > * > tota feries pofita ante conftantem S eva- 
nefcit . £0 itaque cafu erit 

r I »— Ai-I 

(23) .„ S = - » ( »-iX f*X ''3) ('-m-0 L r T^i * 
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I 9—M , l g > fA*+l ^ 

i -I . r" J 

20 qua ferie termmus generahs elt 

2*3*4 ***** P »-/uTp-'[ 

Sit /* + 1 == P = * 9 fitque p numerus par ; terminus 
generalis abibit in fequentera 

( -rzl) . (r=l> . (^zi)^(r=p); ; fiat =T , Serics 

I 2 j P ' M 

fequens erit 

_____ JL. x + — T -- 

v+I ' p+I ^ ' + 2 • (p+0(p+2) 

»+3 * (p+'Xp+*Xp+3) T + 

Antecedens vero retrocedendo ab ipfo termino T erit 

V P T _J_ ' Pj_J__) -t ' p(p»l )(p>2) 

— . 1 -f- -— T ■ . ; I T •• *• 

»-I X »-2 K» ,-3 

Quare cum fit ratione infiniti — = i r= 
^ p+i 



(p+i)(p+2) ~ (p+00+*)(p+3) « — «• 

pJp^I^p-2) ^ tandem 

v v f 1 

s- x ' ~'+^" , "H : ^■~'+3 + ••■ I 
- -!_ + -_ _-L- + ... | 

feQ 
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feu S = — T ^ ( Vidc fuperius pofita ante aequatio- 
cem (10)). 

Cum ergo fit M = S; fubftitutis valoribus * = — //* 
: = in aequatione (14); habebimus ob 

ti 

f/ 'dx (-/*)» ess, fe~*xdz 

e — —4- 1 



(24) ...y7 'rf, — _L_ . 



7T 



n 



. »1 
fin. — w 

M 1 

p I I I I "I 

<-r- + -4- //x-f- -4- - (//*) 

I 11 1 



4. — r-.-(//*)il — r— . — (//*)♦+... 

,. T 4»T-w 2.3 w 7 T 5»-Hw 2»3«4 . 

ubi eft T = . • , m p" 

n ln 3» p» 

fa&o p = 00 • 

Series (24) convergit quoties //* eft quantiras frafta ; 
fi vero non fatis convergat ; adhibenda erit feries (22) prae- 
parata ut fequitur . 

Sumpto yu + i=p numero integro pofitivo proximiori 
valori ipfius z; terminus generalis feriei pofitae poft conftan- 
tem S m aequatione (22) fiet, ut vidimus 

± — . — - . — - .... z , qui nat __ ± V; 

ent feries fequens ad dexteram 

=F - J1 7-— V ± — v— fr — xVT — — v ** v " x V±..; 

v+i P+ i ■'■f+ifp+ixp+a) f+3(p+0(p+ 2 Xp+3) 

ad fmiftram vero retrocedcndo erit 

T 
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v±... 

quae fcrics ambae convergunt; fecunda vero etiam eft fioita, 

m-n m-2n m-2n m-p n ~ 
Sumpto ergo V = . . — .... r (-fl*) m 

2> n 3 tl p ft 



ob/7 V* (-/*)« s ~~f~ V 
erit ex aequatione (22) 

(25) ...y* * (-/«)•= — _ — 



fio. 



~ 1 — m / m \ / m \ f m \ 1 

/ +— ( — 0 ( — * ) ~( — A xt 

J c » V * / * » / v » (-//*) ^ • 



imV 



(//*) 



^a+m'p+1 a»+>w'(p + i)(p+2) 

1 _p ]_ p(>»-0 

»-w //* ' 2«-m ' (f/#)* 



"f™ • • • 



Cum ergo alterutra ex duabus aequationibus (24) , & 
(25) exhibeat feries convergentes ; habebimus pro quocum- 
que valore x inter o, & 1 ( nara caeteri valores excludun. 
tur ) valorem formulae integralis 



f»~ l d* (-Z*) 1 



in qua n eft numerus par ; fumpta conftante ita ut annihi- 
letur integrale pofito xzzo. 



CoroU 
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Corollarium . 



fif 

»-/» 2»-m 3"- w _!___ P — 
Cum fit T = — • 2 „ • g - ~ a» p» 

pofito P numero infioiro; fi fit » = 2 ; fit vero numerus 
lmpar w = i A — 1 > erlt 

2-rw 4-w 6*-m 2\-m 2p-m "l = 

IW-t 



2p -m J 



T^nfl ^ " + 3) <V * w +5) - ^ P - *+^- 0+0 



m , P 



P • 



(^)' 

3 _ u <_,) (_7) __.(__. t_ } . V -1 ob 
— 2 i 1 

I _3_ J Z- M .„ — — -T-P a = — • 

t -=-*_ (_z±h 

Erit quoque — , • — — ± T x+ _l 

/ « flD. ' - f 

ubi (umeodum eft figmm fuperius + & X *»» 5 «»P«J 
inferius vero - ; fi X _»> • ^ ^,^^0 , 

Cum vero valor ipfius T s= ~ " , T~* 2*2» 

fit 
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fit pofitivus fi \ fueric impar ; n.gativus, fi par ; erit 



m 

77 



r m 

f" fin. — 77 

2 



2 _ 

femper quanmas pofitiva; 



- l^ll JL.-_L.__L,, _L y 

- 2 2-2*2 * ~ X 



5 7 2\- 1 ✓ 

• ' 

2 2 



— 77 

f \+\ 



Quare fafto poft integrationem x = i ; habebitur ex 
aequatione (24) 

i)^» JL . X . JL .... 2 _____ . __1 

v */ 222 2 x-f- 

r ' 

guod confentansum eft inventis Euleri ( In Comment. cir.* 
§, 29. ) . 

Evolttfio formxlarum 
dxlx r <}xlx 



/L iL x _ r~ x 1 x 

V/ UoJ «tinet ad primam formolam, iti A_Ks AcaJ. 
Scient. Perro?. ad annum 1777. Tom. f. Parr. II. pj*. 3. 
Eulerus inferuir Comm.otariura hujus tituli : de inregratione 

formulae /^;*- <*b xzzo, ad x = 1 entenfa . De hac 
autem integrarione haec habet : cum mper fingulari mtthodo 
hvenifem efe f £* X ±- ( * b * = ° ) - _ -L „ 1 a 
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exprejjio integralis eo majori attentione digna ejl cenfenda , 
quod ejus invejiigatio neutiquam ejl obvia ; unde operae pre- 
tium ejje duxi ejus veritatem etiam ex aliis fontihus ojlen- 
dijfe , antcquam ipfam methodum , quae me eo perduxit expo- 
nerem • Propofitae vero integrationis affert demonftrationes 
tres . Nos omifla prima, quae exhibet valorem integralis 
dumtaxat pro cafu x = i, alias duas illuftrabimus . Metho- 
dus, quam deinceps explicar, ad alia praeclara inventa per- 
ducit , quae non funt hujus loci . 

In primis vero notandi funt limites, quibus continetur 
valor realis forn.ulae differentialis propolitae, qui iidem 
obfervandi funt etiam in integrali ; pro iis enim valoribus 

pro quibus formula differentialis nt imaginaria; cenfen- 
dum eft etiam [megrale flcri imagioarium , ut fiuxio fit 
<juantitas analoga quantitati fluenti . Itaque raticne /*, qui 
ingreditur formulam dirlereptialem , x non poterit effe ne- 
gativa ; ratione vero V (i—xx), » non potelt fuperare 
unitatem . Quare integrale ingredi non poterunt nifi valo- 
res, » pofiti intra iimites p, & i, Nunc fecunda demonftra- 
tio Euleri eft hujufmodi . 

dx 

Faclo x =2 fin. <p ; cum fit — ? = d © ; habetur 

T ' ✓(!— XX) T 9 

/dxlx 
-77 r =z da ?. fin. <p 
V^(l— xx) T v 

Eft autem 

/. fin.ro = -/2 -cof. 2Q~— cof. 4 <p — ■— cof.tftp- &c. 

2 3 

( Calcul. Integr. Vol. I. §. 296. ) ; erit ergo 

/t*\ r.' , n 2fin.2<p 2fin.4<p 2fin.tf<p 
(E) ... /d <p /. fin, (p=-0/i- — ■ -jx ~ » — ' 

quae ejjpreffip evanefcit pofito x = fin. <p = o 

(fytd 0. capiatur <p = ?o° = -~ ; feu * = 1 ; 

habc- 



Digitized by Google 



. r dxlx /ab*=SOv I 

habctur / ad -aal ; = - — */i 

Subdit vero Eulerus. //?</ *»ftf0/ demonflratio praecedenti. 

ideo longe antecellit , f «oi »o*/f »o» /b/«/» valorem formulae 

propofitae exhibeat cafu quo (p = po° , fed etiam verum ejus 

valorem ofiendat , quicumque angulus pro <p accipiatur , /</ 

i» y» dxlx _ , 

y«oi 4<r //>/</»/ farmulam propofitam J ^Tjr^ transferrt 

potefl • cujus adeo valorem , /m> quolibet valore ipfius x /jyT?- 
gnare poterimus . <puod fi cnim iftius formulae vahrem defi- 
deremus ab x = o J//9V* X = a ; quaeratur angulus a y. 
cujus finus fip aequalis ipfi a > atque Jemper habebitur 

r dxtu /abx = Ov 2fin.2a 2fio.4» 2fin.6t ^ 

^(i— x*) ^ ad * = * / -~~ a *~ 47~~ 6» ~~ 

£/»<*> f*w fiw/er ///«-/> s =: — — demtantt \ numerunr 

integrum quemcumque ; quoniam omnes ftnus evanefcunt , vah- 

i 

iv/w formulae his. cafibus finite exprimi per — — ~ 1 2 ; 

vero caftbus valor nofirae formu/ae per feriem hfinitam 
fatis concinnam exprimetur . 

Cui do£trinae haec oppooi pofliint : quotie* fuerit a = 

— ■ y erit # = * = Cn. a = fin. -^* aequalis- aut ipfi. 

2 2 

o , aut = 4- i , aut = — i . Nempe 

Si # fuerit numerus par = 2»t; etit a = o; ac 
proinde 

^ ttx l'* a ab » = o n _ 

. ^r«:— **) \td »= o / — * 

ubi w indeterminate fignificat oumeros omnes- iotegros pouV 
tivos , aut ne«ativos • 

Si i fuerit numeru* formafr ±m -f 1 ; erie a =- r ; ac 



Digitized by Google 



3« 

. . r dxlx /ab# = o N (4»i+i) 
proinde / C adjc=I ) = ~ * ' 1 

Si demum fuerit numerus i formae 4 w — - 1 ; erit 
4 = — 1 ; ac propterea 

- dx lx r ab * = o n (4w — 1) ^ ^ 

/ V^i— -**) >> ad x = — 1 / 2 

Hae autem conftantes ira vagae videntur abfurdae plu- 
ribus nominibus; fecunda vero — 1 ) x ^ 2> ^ uae cx- 

hibet valorem intcpralis ab x = o ad x = 1 confundit cum 
icfiniris aliis integrale ab Eulero fupra affignatum . 

Ut haec expliccntur, notatidum eft in ferie aequationis 
(E) non omnes arcus pro <p aflumi pofle . Cum enim inci- 
piamus intcgrationem a <p = o , licebit fumere dumtaxat 
arcus , cui funt infer (j>ro, & <p = -n ; tunc enim 
</<p/. fin. <p perpetuo habet valorem realem. Quod fi arcus <j> 
ulterius fluere cogeretur ; tunc ejus finus fieret negativus , ac 
proinde ex recepta doclrina ipfius Euleri d <p /.fin.<p fierec 
imaginarium. Lrgo integratio realis formulae fdyl.Cm. <p 
includitur iiura terminos <p = c, & <p = 7r, neque ultra 
porrigitur ; habeiur vero 

Reftat explicandum quomodo fubftitutis valoribus in 
hac ultima aequatione, intelligenda fit aequatio, quae oritur 

/ dxlx ✓ ab x = o % 
V(T^Z^J { *A x =o ) -~ 7,11 

Sed cum uti vidimus in hac formula valor x dum- 
taxat a o usque ad 1 , poflit cxcrefcere; huic autcm fluxui 

refpondcat fluxus <p a o ufquc ad ; in aequatione (E) , 

quae fubfidiaria dici poteft, valor accipiendus pro <p inclufus 

cenfe- 
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ccnfebitur intra limites <p = o, & <p = -^- ; quare cxclu- 

detur aequatio incoogrua 

/dxlx / ab x=o \ 
V{i-xx) ad *=o ) --* l2 

ad quam habcndam fluere fecimus <p ultra valorem — 

ufque ad valorem u . Haec tamen omnia fubmitto fapien- 
tiorum judicio 

Intra Jimites vcro <p = o, & <p = aequatio (E) 

mirifice infervit ad habendum valorem integralis J^^^^ 

pro quocumque valore quem contineri vidimus inter o, 
& i . Series cnim aequationis (E) femper coovergit . Ad 
hujus fcriei egrcgiae analogiam , quae Eulcro fe quafi praeter 
expettationem obtulit , nos aliam formulara evolvemus . 

Tertia demonflratio Euleri ita fe habec. Fiat *=cof.<p ; 

crit f / 1 x x \ = — /V/ <p /. cof. <p , quod integrale * 
<p ss po° , ufque ad q> = o extendendum . Eft autem 
/.cof <p = — /2+cof.2<p - cof4<p+ — cof.i5<p — cof.8cp+... 

( Euler. Calc. Integr. Vol. I. §. 2p5. ) . Unde fit 

* i c ^ . . 2fin.2<p 2.fin.4(p 2fin.tf<p 
(F).../ </<p/.cof.<p=C+<p/2- — ~ + — -r^ --v^ + ... 

Cum integralc cvanefcere debeat cafu * = o, feu <p = 90 0 ; 

invenietur C = — / 2 . In ferie autem (F) <p eft com. 

plementum illius anguli , qui defignabatur per tp in aequa- 
tione (E) . Quare eofdem hmites habebit ordine inverfo . 

Tranfea- 



Digitized by Google 



38 

Tranfeamus nunc ad fecundam formulam . Cum fit 

dx tca . r dxlx 

— : = i. Atang. x: fi fiat A tang. # = <J>: enr / — — 

i+xx ° 9 ° v> j i+ Xjt 

~fd <p /. r ang. <J> . Eft autem ( Euler. Calcul. Integr. Vol. 

2 

I. §. 2p6*. ) /. tang. <j> =5 — 2 cof. 2 $ — — cof. 5 <J> — » 

2 2 

— cof. io © — — cof. 14 $—••••• • Erit ergo 

5 7 

/t _ N /? , >rfin.2(j> fin.dcp fin.iocp fio.i4<p v 

(H).../^/.tang.(p=-4C- T /+ + ~ + ~ ^tH") 

fine additione conftantis cum feries annihiietur pofiro. 
* = tang. <p = o . 

Si capiatur x = i , feu <p = — j— ; erie 

i i i % 
fd <p /. tang. <p = - i + — — — 

Si capiatur x = oo feu <p = -j- ; erit rurfus 

fdyl. tang. <p z= o . Id autem focile explicatur . Diffe- 
rentiale enim d q> /. tang. <p manente pofitivo d <p in per- 
petuis augmentis arcus <p , ratione /. tang. <p elt negatU 

vum a valore <p = o , ufque ad <p = — - ubi differen- 

tiale annihilatur ; quare ejus integrale ab x = o ad x = i 

eft negativum Cum vero deinde a valore <p = — ufgue 

aJ <p =s — , valor /• tang* <p fit pofitivus > etfom ffuxio- 

fit pofitiva^ ac proiode deftruit effeclum negativae amerioris, 

inktegrali^donec in, Umke <p= — integral« annihilerur* 

Noa 



Di 
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Non poflumus aotem in aequatione (H) fumere arcum <p > 
— , ne in formulatn differentialem ingrediatur logarith. 
mus quantitatis negativae. 

Cum fumpto poft integrationem 9 = -^- fit 
( Euler. Introd. in Anal. §. 155. ) ; erit 

^ ^ I X 

7 r + 7 r + iM + i^ + &c,=s -M>( 2( p + 7 

mtegratione a q> =z o ad 9 = extenfa . Atque item 

1 + 7T + -JT + — + &c./j(p(29— ^-/.tang.9 ). 

Bvolutio formutac 



l.tang.<P 



Flattang.^^.erit /\— -^- = . 

. ^ /. tang, <P (1+**)/* 

Ut nujufmodi integratio abfolvatur notetur prius faclo 

* = » effe / — =s / — , Cum vero (it ex 
Adnotatione I. 

f£= A+l±lu+lu+ t& + (!£ + S!* + _ : 

n A »•* ,M-r 2.3-44 

ponto a = o, 577215, &c ut «tegrale evanefcat cafu 

« = * W + I = 0 feu «cstang.njsso, feu tandem fl) = o; 

erit 
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«'"ff-^Tr ~f^r(i-* x +*'-* 4 + * , -* ,0 + -.) 

(i +**)/# J l* 
= A -{. l±lx +, /x^. 



2.2 



+ 2.3.3 M.4-4 

" 2.3.4.4 



2 «2 

. . 5'f/*) 1 5'V»)' J'"*) 4 , 
+ A + / 5 + /±/, + 5 ,, + Ii^ + ^_ + -— + 

. A ., H1 ,,. ? ,,^.^.*. 

' 7 2.2 2.3.3 2.3.4.4 

+ &C I 

Eft autem A — A + A — A + &c. in infin. = — A 

5 J ' ' 3.7.11 . 15.^. 0 + 2; ^ 

fa£o p=oo; ad quem valorem proximius accedtmus quo 
major fumirur ioter fioitos numerus p = 4»-— 3 cxiftente 
n indice faclorum • Nam fumpto n — 00 eft 
-/3 + /5-'7+ / P-- + '(4»-3)- / (4w-0 + / (4»+0-'(4»+3)+- 

= --/3 4./5./ 7 |/p-....4/(4«-3)-/(4«-0+Y / ^ ;, + l) 

ob /(4,/ + 3) = / (4* + 5)- / (4»+7) = * c -== / (4* + 0 

— /+/* 
2 



Eft item l±lx l±l x 
1—3 + 5 — 7 + P — 


+ / + /* 
&c. . . . 


— &c. 


I 




&c 




2 


1— + — 7 5 +P 5 — 


&c. 






1 — 3« + 5 4 — 7*+P 4 — 


&c 




_L 
2 


1 — 3' + 5 ? ~ 7 5 +? ? — 


&c. 


— 0 


ii. 


1— 3< + 5 6 — 7* + P 6 — 


&c. 




2 


« — 3 7 + 5 7 — 7 7 + P 7 — 
&c 


fcc 


= 0 





Nam 
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Nam cum fit 

(i) ~7—, = 1 — * a + ** — * 6 -f- *« — &c. 
v ' 1 -f- x ■ 

fa^o x = r erit — =1— 1 +* I — I + 1 — &c. 

2 

Multiplicetur aequatio (1) per x; diflerentietur, ac dividarar 
per dx ; refultabit 

M = 1 — 3* 5 + 5* 1 — 7* 6 + 9*' — &c. 

ubi fa&o x = t erit 0 = 1 — 3+5 — 7 + 9 ~ &c. 

Multiplicetur aeguatio (2) per x ; diflerentictur ac dividatur 
per dx ; refultabit 

(3) I: ^^^===x-3^»+5*Ar4-.7'Af <5 +p 1 *'--&c. 

ubi fa&o *=i erit — - — =1 — 3 S + S* — 7 1 + P l — • ••• 

Atque eadem methodo deinceps invenientur alii valores 
fequentium ferierum . 

Brevius tamen iidem valores reperientur per regulam 
fequentem erutam ex lege calculi fuperioris . Multiplicentur 
fmguli coefficientes numeratoris unius fra&ionis per fingulos 
terminos feriei 13579 &c. per ordinem direftum ; tum 
iidem per ordinem inverfum incipiendo ab ultimo termino 
feriei 13579 &c. prius adhibito . Secunda feries pro- 
duclorum fubtrahatur a prima ponendo primum terminum 
fecundae feriei fub fecundo primae , fecundum fub tertio &c. 
Habebitur nova feries coefficientium pro numeratorc fraclio* 
nis fequentis. Denominator autem erit produclum denomina- 
toris antecedentis ducli in 1 + #*. 

Exempli caufa coefficientes in aequatione (2) funt 1 8c 
— 1 . Scribatur 1 — 3 

+ 3~' 

Ac fubtra&a^ fecunda ferie a prima habentur coefficientes 
aequationis (j) 1 —6 + 1. Denominator autem eft ' 

F (i+* : )* 
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(I+**) 1 X(i+* , ) == ( , +"') 3 °< u * ^ um P t0 # = i ^ 2, « Unde 
habetur valor feriei = — y • Rurfus ad habendos 

coefficientes pro aequatione fequenti fcribatur 1-3.5+5 

ac fa&a fubtraclione habebuntnr coefficientes 1 — 23 + 23 
— 1=0. Denominator vero erit 2*. Pro fequenti aequa- 
tione fcribendo 

1 — 3«*3 + 5' 2 3 — 7 

+ 7 — 5*23 +3- 2 3 — 1 
habebuntur coefficientes 

1 — 7^ + 230 — 7^ + 1 = 80 
qui valor divifus per denominatorem 2 5 dat pro valore 

feriei ~ . Atque ita deinceps. 

Rurfus valor / "/ 'V^ V(p + 4) hmpto p 

3 .7 . 11 . 15....^ + 2; 

numero infinito medius eft inter duos valores 

3.7.11. i$~(p + *) &/ 3 . 7 .ii.i5 r V(p + 2) 

fumpto p numero finito. Reperietur tamen facilius hic va- 
lor per methodum ab Eulero traditam ( Calculo Different. 
Part. Pofter. Cap. I. §. 11. ) = — 0, 3**5S>43 8 3 ' 

Quare erit f =-0, 102,8*551 
+ — /±/.tang.<p- y 2 2 + 2 2 3#4>4 

£*_ (/.tang .9) 6 &c< 

2 * 2.3.4. 5.6,6 
Vbi tamen incertum cft an coefficientes numerici perpetuo con- 
vergant, quod iavenire operae pretium foret. # 

Pro valoribus /aang.<p unitate majoribus alia lntegratio 
erui potcft ex aequatione (10) Adnotationis, I. 

Sequcntia V. C. G. Fontana cdenda mijit . 
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GREGORII FONTANA E 

IN REG. TICIN. ARCHIGYMN. SUBUMIOIUS 
ANALYSEOS PROF. 

Tbeoremata quatuor ad Calculum Integralem fpeftantia , q uae 
ex Euleriana formula T. I. Calcul. Integr. §. 26 1 
derivantur , fed novo , longeque faciltori integrandi 
antficio demonftrantur . 



Tbeorema L 

r i_ fin.-!(x + a) 

J fin.x+fin.a = C oCa Io * ^(TZ^) 1 

Dem. Ex Doarina funaionum circularium conftat,* effe 

fin^+fin. a=zi fin. 1 (*4.a)cof. ^ (*-*) , hincque ? — r r — = 
^ 2 * n fin^f+fin.tf 

2 fin. -J (*+^)cof. i (*— 4 ) • FraflJonera ^anc binis praeditam 

r Q r , . . , A cof. -i (*+*) Bfin.-j(*-*) 
faaoribus refolvo ln duas hafce - U ' ; 

fin. + cof.-; (*-*)' 

fumptis A & B coefficientibus indeterminatis. Reduais por- 

10 fraaionibus ipfis ad communem denominatorem oruur 

AcoC.±(x+q)co(:{(x—a) + Brin.±(x—a)rm.±(x+*) 

fin.-|(* + *)cof7[(*--- 4) 

_ JL 1 

— 2 • o — : • Jam anirnadverto , nu- 

«n» •;(*+*) cof. •;(* — *) 

mera- 
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meratorem primi membri hujus aequationis pofito A = B (ieri 
A [cof. ^(x + a) cof. — (*-*)-f-fin. ~"(*~ *)fio.-j- (*-f**)J 

= Aco£-^- £(x +•*) -(*~*)J = Aco£<7, qui, fi aequetur 

numeratori alterius membri — , praebet A = B=: r- . 

2 2COI. 4 

Quocirca nancifcimur aequationem 

dx i {dxcQ(.\ (x+a) i ^xfm.-^x-*) 

fin. * + fin. a ~ cof.* flD .i + + coU ' cof# i (T^ * * 

integrando protinus eruitur y^^ = ^l 0 g.fin.|(x + .) 

— — p log. cof.— (x— — jr- log. . Q . E . D. 

cof.* e 2 v ' cof.* b C of.-(x— *) 



Tbeorcma II, 

r dx fin*-;( x — a ) 

J fin.x-fin.a ™ cof.a 0g ' co f.i( x + a ) * 
Cfw. Per nota angulorum theoremata eft fin. x — fin. a = 

2 fin.7 (.—)«£ -J- (« + *). Igitur fintX l fin . a =. 

I 

— ; — -; — rTr; x • Fa ^ a vcr0 refolutione in fraclioncs 

2 fin.-(*-4)cof.-(x + /T) 

,. r r n- 1 Acof.i(# — a) 

binas prodit fraftio ? — = -f- 

fio.x-fin.* fin'.-i(*-*) 

Bfin.^(*-f-,) 

— --- — ; — - , hifque ad communem denominatorem re- 

C0t- a (* + tf) 

duftis 
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duc*tis nancifcimur aequationem — . - — — ^ ; • 

1 fio. - (x— a) cof. -(* + /*) 

= = Acof.-i(x — tf)^(* + ^H-BfiD.i(H- fl )fin./(i»-- a) 

fin7T(71^c^r^T/0 " ' 

in qua, fi capiatur A=B, numerator fecundi membri abit 

in A coC -^- [ (*-f-*) — (* — a) J = A cof. a = ~ tiu- 

meratori prioris membri ; proindeque A = B = ^ ^ ^ . 

^ dx i ^*cof.-Vx— *) 

Quapropter ? f = —r- . - — - -f- 

fin.* — fin.* coU fin.-i(x — a) 



t 2<f*fin.^(* + <0 r dx _ 

IoU-*lo?.2(* + .) ' * 1Dt€ 8 rand °y J^fiiT. = 

c-or^ log - rin 'T - cik^-T^^+^ = 

j fin. ~(x~ *) 

-— — log. — —7 . Q . E . D. 

cof.* 6 cof.2(x-f-*) ^ 

Theorema III. 

_x _ cof. -,(x — a) 

cof. x + cof.a fin.a ° S# C of.|(x+a)' 
D*w, Quura fit cx trigonometrica angulorum analyfi cof. x 

+ coC*=2Cof. — (x + a)cof. — ( x — • a) , erit iccirco 
2 ' 2 

coc»+eoc* = i"-^7+^aio~3 • Re(olvatur 

haec 
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Afin.-;(* + 4) Bfio. ■!(*—*) 
haec frafcio in duas —^J^ + ^Z^T ' _ 
xeducantur ad communem denominatorem , & fiet prioris 
numerator — =Afin. — (*+*)cof. (» — *) + Bfin. 

2 2 * 

(*_ *)cof. — (*+*)• Hic autem animadverto, fumpto A = 

2 

- B prodire — = A [fin.-(* + *) cof. -(*-«)- fin, -^(* - *) 
eoC-i- (■+-)] oAfin.-J- [(* + -) -(*—*)] =Afio.-; 

indeque A= & B = - Quamobrem ori- 

</„ i_ -jrfxfi n. -!(» + ") 

tur propofiu formula coU+coU - fi n . ' -^cj ( . + - ) 

i_ . j^""- -;("-") cu)us iccil . co j ntegrl ,io ftatim 

«■>•* coC ■!(» — «) 

I I I C0 ^ a (*"*) 

+ ,0 * < oC T CM = fi^ ^^u, D - 

Theoretna IV, 

p dx i_ loo fm.-;(x + a) 

cof.x — cof.a — fin.a °* f lDi i(a— x) * 

Dcm. Theoremata angulorum trigonometrica , praebent 

x i , i 

coL.-cof.4=:2fin. - (•+*) fin. y (4-*). Igitur cof ^. co f,i 
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I A cof. i (« + *) B cot.\(a-x) 

& facla redu&ione ad eundem denominatorem , turaque 
aequatis utriufque membri numeratoribus prodit -i- = 

A cof. — (*+#)fin. — (<x — #)+Bcof. — (<*— #)fra. — 

2 v ' 2 v 2 2 

(*+«)• Jamvero palam cft , capto A=B fieri ~ ss A fin. — 

£(* + *) + (* — -#)J = Afin. m; unde oritur A = B = 

i dx 
— r — . Quocirca differentialis formula fit —7 f~ = 

2fl0.^ COi.* — COl.rf 

I \i*zol- x (a + *) 1 dxco(. •?(« — *) 

7 — . + • : y fum- 

Cn '" fin. \{a + *) fa.* fm.-J(*-.*) 

/d x 
cof.* — co£o 5=5 

^log.fm.^)^— lo^n.^( a ^^lo g .^~y 
Q. E. D. 

Scholion Cenerale '. 

Sumpto angulo quocumque <p habetur ex Do&rina 
funclionura angularium fin. i ^s/i^ ,5ccof. 

i+co^ # Propterea praecedentes formulae dupliciter expri- 

muntur: 
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^ fin.* + fin.* cofr ° C 0^(*-,) 2C0f.* ° x +cof.(*-*) • 

V fin*-fin.* """cok ° & ^mJ^)" Tc~oTa l0g ' I +cof.(* + *) ' 

ni r d * cof.fo-*) __ , ij^(*__) 

Vcofc+coC* fio.* ° S, cof-;(*^~^ ' i+cof.(x^) # 

IV C dX — l - 1 o filL ^*) - i 1-cof.Qr4.x_) 
Vcof.*-cof.* fio.* 0g Vin.^-x)""2finT^ ° 8 ' i-cof.(rf+*)' 

Eulerus C*/c. /»/•. Tom. I. §. 2 5i. invenic formulae — rr -7- 

a +- 0 col. x 

( fi fuerit a < * ) integrale = 

1 . tfCof.Af-f-6 +<{\n.xV (bb — 

✓ (**— JTj '—-+b^Cx ' InfUtuta hQJUS 

formulae Eulerianae cum noftra Theoremaris III. comparatiooe , 
nancifcimur a~cof.a y b — i,V(bb — aa) — (in.a, & confequen- 

ter integrale Eulerianum = r — log. £2t^£2^il f 12^ = 

»n» cof. # + cof. a 

-L- j 02 I±££_(lZiL) L , *[cof.J(*-*)r 

fin.* * co£, + coC* ~ fin.* l0 °' ^tTj-loIT" ~~ 
JL | 0 2 [cofj (*-*>)]' x cof. -'(* — *) 

fl0 -" og ' 2cof.-;(--*)c 9 f.j"(r4-*) "~ !o8# Toc^VTT' 

prorfus uti in Theoremate III. demonftratum eft . 

Si integranda proponatur formula 7 — % ubi » nume- 

(1 +cof.(p)" ' 

rus eft^affirmativus integer; adhibita Euleriaoa fubftitutione cof.ij> = 
T^T^T invenitur integrale prorfus algebraicum . Nam Cn.(p= i -~ , 
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3<pcof.<p= 2 ^^~/ ; ideoque Jpss , & deni- 

^ ue (T+cS^r = + — S eojM integrale eft 

manifefto algebraicum > eooue invento fat erit pro * fubro- 

# /I— Cof.(px . I , . fiO-<J> 

' ^T+coT^) » vel MD s- T •» vel demum HToIq 



Praeterea cum formulae ixtf(i± cof. x) ( fa£a multiplica- 
tione ac divifione per /(i £cof.*)J integrale fe ultro pro- 
dat ± 2^(1 ^Fcof. #); inde haud dimculter infertur, formulae 
x n dxtf(\ ±cof.#) integrale exprimi per hanc feriem ±2*" 
V^(i +coC x) 

+ 2*»*" — V( i±coCx)? 2*»(» — i)#"— »/( i+coC#) 

-^^^-iX/^iV-V^i+cof^l^J^w-iX^Xw-sV^^VfiTcof.*) 
+ 2« »(» — i)(« — 2)(« — 3)(«— 4)jf"-lV(i±cof.*) 
qF2'»(»— 1)(»_2)(» — 3 X»— 4)0» — 3)«— «^(«TcoC*) 
- 2' n (n - ijf» - - 3J(» - 4 )(» -<$)(n- 6) x*~7\T (l ±cotx) 
+a*»(»-l)(»-2)f»-3)(»-^^^ 

quae manifefto interrumpitur pofito x numero integro affir- 
mativo , regiturque lege fat fplendida ac fimplici . Haud 
difpar inveoitur feries pro integrali formulae #"i*/(i±fin.*)* 



Jdm 
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Adnotatio ad §• 164, 



c 



Um hoc paragrapho Eulcrus invencrit intcgrale foN 
m{ih * (H-iijT- ; anal °g um crit 

Probhma . 

d x 

Formulae differentialis r— r I 7» ub * n cft nu " 

(/r-t-£tang.*)" ' 

merus integer pofitivus integrale inveitigare . 

Solutio . 

_ „ d x dx r a 

Cum fit r—r-, r~ m = — J 

(* -f*tang.*)" / * v 

-~ = c problema reducitur ad integrationem formuJae 

d* . </* 

; — : r- • Sit nuoc c = tang. erit » = 

(c-f-tang.*)'* b (c+tang.*)" 

<**(cof.£.cof.*) , • . /rfL , N 

77 — ,— ^-t~t- rr? — r.> <3 uod ° enuo erlt (ia«o *+*=>) 
(fin.^.cof.* + cof.^fin.jff) w ' ^ x ' 

/ r*x y ( cof. y cof. h + fin . ? fio. A ) ■ r 

erit numerus integer pofitivus, facla evolutione fa&oris 

(cof.^cof.A + fln.vfln.^) ,, , problema adducetur ad integra- 

tionem terminorum , qui numero finiti erunt , atque habe* 

d v (cof. y) m . 
bunt hanc formam B -^~^pr > q u °r um mtegrationem 

docuit Eulerus fupra §. 24p. reduclionc fecunda. 

Bre- 
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dx 

Brevius tamen ipfe Fontana redu&a formula , . . r- 

r (*+etang.x) ■ 

d x 

ad formulam ; — 7-, r- invenit effe 

( 1 + 0tang.x)". 

/d x — ^ 
(1 + jfrtang.x)" "~ ( » — r ) ( 1 + b 1 )( 1 + h tang. x y*~-~* 
, r* idx p dx 

J (1 + *')(* +^t!ng.x>-« ./(i+* , )(i+' Mn & J 0' , ~*' 
Quo fa£o integrale adducitur ad formulam J~~~~]~~~~ 
jam notam . 

Adnatatto ad §. 2tf& 
Jntegratio formularum 
e ax x nj x f in# bx; e«* x»dx coG bx 

_fcjST Je ax x" dx&nJx-z je ax x n coLbx+J* e ax x n dx cof. bx 

+ -^- <? °* * n 1 </x cof. <5*> 

1 a* 1» r , . * ax n r _ , /" a* ax n , r 
t? # cof. <V* + ~* xhtubx—J —~ t e * dxiva^bx 

/an ax n-i , r . 
— e x dxCin.bx 

n ax n-i fan ax »-1 , r , 

+ ~ <? x lia.bx—J -~l c * dx&n+bx 

/if(»-l) 4* »-* • 
« * ax fin. 6» 

Qua« 
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Quarc erit 



+ , , /.2 * "* *" fio. £ x 
•' a* + b z 



bx 



Ex qua aequatione apparet quod fi fucrit 0 numerus 
pofitivus iuteger ; hac methodo procedendo devenietur tan- 

dem ad formulam fummatoriam A fe dxdn*bx = 

aa + I aa+I v 

Eadem methodo formula /**"<** cof. J* deducitur ad 
integrationem formulae Bfe a *dx coH £* ss 

aa "t" I 

Ad has autem duas formulas 

e * x x n dx fin. bx ; e «**" </* coC ** 

facile revocantur etiam formulae 

fe«*x*dx (fin./*) " ;fe"*x 9 dx (cotfx) • 
quando w eft numerus integer pofitivus ; cum tam (fio./*) " , 
quam (cof./*)'" exprimi poffit per feriem finiram termino- 
rum , qui funt formae B fin. bx , aut B cof. bx . 

Evo- 
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L 



/ €**dx 
(On.x>« ; J (coTxl 5 " 



_LrfIcet evolatio , quam hic tradituri fumus nou abfolvatur 
oifi per feries ; tamen quia oou ftatim occurrit , oroitten* 
dam noo duximus. 

Ac in primis quoniam eft (A) 



• » « • 



e ax dx _ g* x (a fi u.y + (» 2 )cof.y ) 
•/ (fiu.Ar)" ~ 2 >(»—!> 

aa -f (» — 2 )' p e aX Jx_ 
+ (»-2)(/>-l) / (flD.A?)'-* 

perpetuo deprimetur potentia ipfius fio.x ; atque fi » fuerit 

/e a * d x 
\fai~x)* ' ^ 

re ax dx 
— . Pro 

his aatem duabus formoiis nihil juvat aequatio (A> r irt 
qua tam fi fiat quam fi fiat » = 1 ^ refulrat valor 

Hiflnitus in fecuodo membro aequatioois • Huiufmodi tamen 
valor y qui apparet fub infioiti fpecie excitat fufpiciooem an 
forte per inregrationes logarithmicas negatium abfblvi. de», 
beat . Ac revera eft 

/e ax d* ax t „ «at* 

Jj—^y = — * cotang, x + fx e d x cotang. x 

~v—f c 8 ^cotang^ . a e-* x ";«og. fin. x 

/< ~ /* 2 log.fin.af 

Eft autem £&).#• = 

— • — — - t 

i'' r 1 

— / 2— cof.x*— —cOf.^jr cof.o"* COf.8x — fcc* 

3 4 
G £ Quare 



Digitized by Google 



54 

Quare cum fit Je dMCOU\*nc 7a+~\X — 

erit 

f£*Jl~ zxQ-e«*™x**z*+*e**l.t** 
* (fin.#) a 

aCoCa* + 2Gn.2* 

+ ****/a+4*<** 

, ***** a cof. 4 » + 4(10.4* 
"*" 2 «« + 4 1 

, a*er ax qCoCdK + tffin.tf* § 

* " «a + tf* 

+ &C 

I 4 * 

■ 

Eft etiam 

/*«*</* ax. 1 „ «x. , 1 
ss e /.tang. — x— f%e </*/.tang. *— # 

Eft autera /. tang. ~ 

» "•*' • • ; 

2 2 2 

«■-acoC* cof.3«— — cof. 5*— — cof.7* — 

3 S 7 

; Erit ergo ; ' 

saJL + r /.tang. — * 

fin. # 2 .•».!*. t * 

+ l»*»** «cofc« + fip.« 



+ 2gga * g cof sH"3»- fip »** 

' 4. Ar. 5 - ^ a"*Tj 5 ; — u : .'. j. - • * 

Secunda 



■■ ■ 
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^ CQ fay f* c *k reducitur ad primam 
fa&o x = po° — y , unde cof. * = fin./. 



Mnotatio altera ad Se&tonem JIL Vol, L 



s 



I perpendiculum demiflum ab iuirio abfciflarum x io 
tangentem curvae vocetur P; radius veclor ssx yf (** +jr l ) 
vocetur u ; coftnus anguli radii ve&oris , atque axis abfcif- 

iarum , feu cofinus anomaliae ss ^j a ^ t ^ vocetur * ; 

y 

adeo ut ejus Cnus fit t( lmmm *'~ 1 f{ x *+yt) > fit ver0 

V funclio radii vecloris u , & Z alia funclio ipfius * ; 

uVZ ' • . 
quotiefcumque fuent P sss ^ 1 V »"z») " a " eri P otcn * 

aequatio curvae per fun&iones ordinatarum x & y , quem- 
admodum docuimus in fuperiore Adoot. ad hanc eandem 
Se£tionera ope fubftitutionis CeK Paoli . 

Cura vero in eandem fubftitutionem diligentius inqui- 
rerem , urpote quae problemata trajecloriarum oon parum 
juvare pofie videretur ; animadverti pro ploribus aJiis rela- 
tionibus propofitis inter perpendicalum P , radium veclo* 
rem , & finom > aot cofinum anguli anomatiae haberi traje-' 
clorias combinando novam fubftirutioOem Paoli cum mctho* 
dis jam cognitrs integrandi aequationes dirTerentiales primi 
ordiois; atque adeo plures in pofterum haberi poffe > quo 
metbodus integrandi eofdem aequationes prirai ordinis ulte- 
rius promovebitur . 

Revera cum fit perpendiculum P= ^^JJTy^ 

per fubftitutiones 7 = — z x ) babitum fue* 

rit 
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ac faao P = «Q habeatur > = ^qJ) 5 

<i fiat v . (l _Q Tj = V Z R , ubi V eft funaio folius « , 

& Z funaio folius x. ; R vero efc funaio urriufque * , 

d z s*V du 

& *; dU qooquey — ( — = „ ; J — - , ; 

habebitur ~ = R . Quare fi R erit talis fuo£Ho ipfarum 

. ... 
fj. y & t , ut aequatio =x R pofiut iotegsan ; habebitur 

trajeaoxia. 

Primus veluti cafus eft quaodo R = t; tunc hahemus 

dz duV 

dvzzdt, five ^—77 -r = , quem cafum obferva* 

Z/ ( 1 — z*) u ^ 

v.imus in priori adnotatione ad hanc Seaionem •» Alii cafuc 

habentur ex methodjs. communibus iotegraodi aequationera 

primi ordinis dt* = R d » . . 

Ut ergo exhibeamus problema maxime generate, quod 

folvi poffir per fuperiores fubftitutiones ; fit finus anguli^ 

quem curva facit cum radio veaore = S : crit 

s=t V = ^ ~ 7(7+ v^zmrT) ' * pro,mfe taogeos 

hujus anguli/= VZR. Quotiefcumque ergo ia his aequa* 
tiooibus erit R taJis fun.aio ipfarum a* = f „ , ?' * — rt 

& » = y^— ut integrari poifit aequatio <J>=Krf> ha- 

bebitur trajeaorj*> 

Hotandus eft hoa lo^o, isodus habendi .raje&oriar» cum 

P=V; 
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P = V; ubi V eft fun&io guaecumque ipfius w. Si enim fit 
angulus , quem radius vector fi = /(# a -f-)'*) facit cum 

abfcifla x rocetur «>; erit 7^—5 = ^ZF ) = «'? 
Vtf» 

= — — , T ,, v . Si radius ofculator curvae vocetur r; erit 
«/(«* — V 8 ) ' 

= </P, quod per facilem conftruclionem gcometricam 

demonftratur ( Vide Nova Acla Petrop. ad an. 1 786. Tom» 
IV. pag. 106. ). Quare fi r ilt funclio quaecumque radti 
vecloris , fcu quod idem eft diftantiae puncli curvae a punclo 
quocumque fixo ; leu r = U ; habebitur primo aequatio in- 
ter perpendiculum P , & radium veclorem , nempe P s= 

r u d u 

f -jj- = V , deinde alia inter angulum <p , 8c u , nempe 

<P — f — 77-7— ^TT\ y ul invenit Celeb. Nicolaus Fuss in 
eleganti Comment. fupracir. ubi fi fit U = »» w , faclo 
n — V n{% — m) reperit 

l'M/ t-My 

* = * V cof.(w— 1)9=4 Kcof.(i—w)(j). 

Quare fi fit m = — 1; » = — ; erit V = *s integrale 

peculiare , ubi nulla additur conftans , feu curva Cl. Paoli , 
in qua p=-*3, in «jua proinde radius curvaturae eft in 
ratione inverfa diftantiae puncli curvae a puncto fixo illumi- 
naote fecundum eas conditiones, quas in probiemate Optico 

afluraere libuit: feu facla hac diftantia =Deftr= ~ . 

Subfti- 
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Subftimtis valoribus w=c — i ;»s= — • aequatio 

3 



i7 

u=sal/ cof. ( I — m)fy 
evadit a = v^cof. 2 <p , feu^^rcofc 2 <j>, ad quant 

fimpliciflimam curvae quaefitae aequationem deveoerat etiam 
CL Paoli Opufc 4. pag. 173. 

Regula allata pag. 71. fuperionim Adnotationum irr- 
telligenda eft intra liraites regularum de folutiontbus par- 
tialibus aequationum , neque pro generaliter vera haberi 
poteft « 



F 1 N I S 



Err*t* Corrigc 
P»g.6lm.%J s= / — s^Ataug.i» 
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